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Chapter1

数学をしなくてはならないの？
と問われて

1.1 極私的前置き

いまから、20年ほど前になります。私は大学の４年生で、卒論の取材のために附

属高等学校にお邪魔していました。気取った言い方をすれば、クラスの生徒さんの

中に入ってエスノグラフィのような研究を目指していました。未熟者がノホホンと

遊びに行ってたといった方が早いような状態でしたが、それなりに生徒さんと知り

あいになり、物好きな大学生として付きあってくれてました。あるとき、『じゃあ、

このページの問題をノートに解いてごらん』と先生が指示されたあとで、クラスの

様子を観察していた私に「どうして数学なんてやらないといけないんですか」と質

問してくれた生徒さんがいました。このときのことを、月本さんが［1］書いて下さい

ましたが、「そうやって、プーゥとほっぺたを膨らませる仕草がやたら可愛い」生徒

さんでした。その後御無沙汰してますが、年齢の足し算をしてみると恐らくよいお

母さんになって、いまごろ小学生の子どもさん相手に掛け算九九の特訓でもしてい

るのではないかと思います。

どうして数学をするのか？という問をもらったことは、大学を出てすぐに教師に

なった私にとって、よい指針を与えてくれました。なぜ、数学をするのかに答える

ために、実は数学の授業が綿々とあるのではないか。この１時間の授業を終えて、

［1］月本　裕,1995『東京大学物語　偏差値 81への恋愛方程式』（小学館）p.128
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その時間に現れた数学の存在意義がわかる授業をしたい。キザな言い方になります

が、『なぜ、数学をするのか？』「うん、その答えがこの授業なんだよ」。実現できた

かについてはちょっと自信がないですが、そう言えるような授業をしたいと思って

いました。

数学は系統的な学問のように思われます。確かに『ユークリッド原論』［2］に代表

されるように公理から始まって確固とした順番で定理が並んで行きます。教科書の 1

ページ目から順を追っていかないと論理体系を外れてしまうような気がします。47

ページまで授業で読み進んだなら、次の時間はその次の 48ページから説明があるこ

とが、教師と生徒の暗黙の了解であるかも知れません。そして、教科書の何ページ

から何ページまでが試験範囲となって、試験にでるからという理由を取り除いてし

まうと存在意義がかすれて見えなくなってしまうような教科が数学ってのが世間一

般の評判かもしれません。

そのような評判の上にたって、物好きな学生を茶目っけをだして試そうとその生

徒さんはしたのでしょう。そのときうまい返答ができたか自信がないのですが、い

ま、数学の教えかたを教えるという立場になって、そのテキストとして本を書く機

会に恵まれました。この本で、20年遅れの返事を書きたいと思います。テキストと

言うよりも、電車の中で読んでいただいて、「へえー」と授業の舞台裏に何かしら感

心していただける本でありたいと思っています。

1.2 ２人の教師

さて、私の答えを書く前に、ご紹介しておきたいことが２つあります。京都大学

の教員であった森毅さん［3］は、1970年ころの大学紛争で学生によってバリケード封

鎖された大学構内で数学の授業をされたそうです。今日来た学生が次に来てくれる

かわからないし、今日来ている学生はこの前の話を聴いているかわからない。その

時間だけで、それなりに完結するような「読み切り」の話をされたそうです。今日

の話は明日の準備、明日はまたその次の準備。こうなってくると、何のためにとい

う疑問はあとへあとへと遅延されていきます。そして、その疑問に答えられること

［2］共立出版から翻訳が出ています。
［3］森毅,1985『現代の古典解析　微積分基礎課程』（日本評論社　 gaymath　 I）のはしがき
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のないまま、いつのまにか生徒や学生は数学から離れています。「読み切り」は、こ

の遅延をせずにその時間のなかで意義に答えるという課題が教え手に課せられます

が、授業にはぜひ必要としたい要素であると思います。だから、この本のそれぞれ

の章で教える意義について答えになるように書きていきたいと思います。それにし

ても、大学の数学で「読み切り」とはすごいですね。

そして、次に紹介したい教師は、俵万智さん［4］です。

これではただの難行苦行だ。嫌いになってもしかたがない、こうし

て、私自身、数多くの「古典嫌い」を生み出してしまった。「古典なん

か読めなくても生きていけるぜ」「なんで、そんな昔の人の書いたもん、

読まなきゃなんないのよぉ」「外国語みたいだけどさ、外国語よりタチ

悪いよね。だって会話とかに使えないじゃん」・・・・・さまざまなグチに答

えられる言葉はただ一つ。「おもしろいから」である。本文［5］のなかで

も書いたことだが、古典というのは「おもしろいから」読みつがれてき

た。いわば時代を越えてのベストセラーなのだ。

数学を学ぶ理由として、「将来役に立つから」が意外に多く指摘されますが、実は日

常生活で使うものはせいぜい小学校の４・５年の算数までという話もあります。こ

の「日常生活」という言葉はすぐ後に検討したいと思いますが、上に紹介した俵先

生の誠実な答えのように、むしろ、なぜ授業で面白さが伝わらないのだろうという

視点が必要なのでしょう。

1.3 日常生活を豊かに

私が中１の数学を担当するときには決まって次の２冊のうち少なくとも１冊を読

むことを夏休みの宿題にしていました。自分が読書感想文を書くことが嫌いでした

から、「友達に勧めるあるいは読まないことを勧める文章を書きなさい。」を読んだ

証拠としていました。

関東平野のまっただなかを快走しているときの時速は表定速度を大

きく上回る。時刻表少年の私としてはそれを知りたい。そのために秒針

［4］俵万智,1995『恋する伊勢物語』（筑摩文庫）の「文庫本のためのあとがき」
［5］同書の「あとがき」
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のついた父の懐中時計を借りてきていた。・・・（中略）・・・距離標と距離標

との間の所要時間が 30秒であれば時速 60km、25秒ならば 72kmとな

る。・・・（中略）・・・もう一つの計測法は、線路の継目の音である。今日で

はレールの長さがまちまちになり、ロングレールなども敷かれてこの方

法は通用しなくなったが、当時のレールは 10mに統一されていたのでぐ

あいがよかった。［6］

私はこの本がすごく好きです。中学生の男の子には特に勧めたい本で、レポート

にも友達に勧めたいというコメントが多く見られます。入手がしにくく［7］なって、

ましたが、増補版が去年出てまた買えるようになりました。生徒が良い本を手軽に

手に取れる学校図書館の必要性を痛感しています。

さて、２冊目は、太平洋戦争中の広島でのことです。

少なくとも爆風が 300mより強かったことだけは確認できたのだが、

それではその強さは秒速 500m なのか、1000mなのか。北は、・・・（中

略）・・・ある方法を思いついた。最初に閃光を感じてから爆風が来るまで

の動作を当日そのままに何度も繰り返してみた。そして、その時間経過

をストップウォッチで計測した。経過時間は、約５秒であった。爆心地

から気象台まで 3.6km。・・・（中略）・・・爆風の速度は、秒速 700mとなる。

音速の約二倍だ。」［8］

このどちらの本も、本全体から登場人物の人となりを知ってこの場面を味わって欲

しいのですが、結論を急ぎます。前者は趣味の分野、後者は仕事という対照はあり

ます。しかし、どちらも心底その作業に打ち込んでいて、その時間を充実させてい

ます。そして、奇しくも時計を使って速さを測ることですが、とにかく数学を使っ

ていることは共通しています。この２つの例を頭において、「日常生活で使うものは

せいぜい小学校の４・５年の算数まで」という議論を思いだしてみてください。こ

の２人は数学を日常生活の中で、その行動をより質の高いものにしようとする道具

として使っているのです。失礼な言い方になってしまうかもしれませんが、「日常生

［6］宮脇俊三,1980『時刻表昭和史』（角川選書）第５章　急行 701列車新潟行き　昭和 12年
［7］宮脇俊三,1991『旅は自由席』（新潮文庫）所収の「自作再見『時刻表昭和史』」
［8］柳田邦夫,1975『空白の天気図』（新潮文庫）第５章２
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活で使うものはせいぜい小学校の４・５年の算数まで」と豪語する人の「日常生活」

のレベルは、その程度なのです。

日常生活の中にどれほど数学を使えることが可能となっているでしょうか。必要

ならそのとき勉強するさというのも、一つの考えではあります。でも、学校でかな

りの時間を数学に裂くのですから、こんなときひょっとしたら使えるかもしれない

ぞという道具の標本、カタログぐらいの機能を数学の授業がもっていいのではない

でしょうか。入試制度の弊害さと言ってしまうのは簡単かもしれませんが、それで

は救いがありません。そのような観点で中・高の数学を皆さんとともに再訪したい

のです。

1.4 数学を使うとは何か

数学を使うことって何でしょうか。ことによると、時間割に「数学」と書かれて

いる時間に行われることを安易に数学と思っているってことがないでしょうか。次

の図式［9］は、この問を考えるのにヒントを与えてくれます。

定式化

現実問題 Ä! 数学的モデル
+行動確認 #計算
解　　決 †Ä 　　解　　

解釈

図 1.1: 銀林ダイヤグラム

数学を使った問題解決を例で考えてみましょう。あるとき小学校の３年生の男の

子のママさんがきのう８枚のクッキーがお皿の上にあったのに、５枚しかのってい

ないことに気がつきました。これは、うちの真也君がこっそり食べっちゃったんだ

なと思います。さて、どうしましょう。ここまでが、問題です。誰かさんが食べた

枚数を x枚とおくと、8 Ä x = 5 などとなるわけですが、この方程式がこの図式で

いうところの「数学的モデル」です。この方程式を解くまでもないでしょうが、右

［9］銀林　浩（監修）,1984『算数・数学教育の最前線』（明治図書）p.13
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半分の数学的世界で計算を行って数学的モデルの解を求めます。3枚食べっちゃた

わけです。真也君のお腹の調子と、日頃の行動からしてありえないことではありま

せん。さて、このあとは？お夕飯は６時で大丈夫かしらとか、２階にいる真也君に

歯を磨いたか聞きに行くか、なあんだ、せっかくシュークリームを買ってきてあげ

たのにとか。ま、いろいろなことがありえるでしょうね。

あえて、雑多なことを細々書きましたが、左半分の「現実世界」の問題を、抽象

して数学的モデルを作って数学的に扱いやすくして、計算を実行しその解を得て、

その解を解釈することによって現実世界の問題解決に資しているのです。これも数

学の面白さのひとつです。数学の応用問題でさえも、この雑多な部分がなくなって

いますから、計算問題なら推して知るべしです。この現実世界と数学的世界の相互

交通が弱くなっています。数学が形骸化しているのです。大学の後半ならまだしも、

中学・高校での数学にとってはその現実感の喪失は危険なことと言わざるを得ませ

ん。そして試験に出るから、あるいは、教科書に書いてあるからという目的の置き

換えによって、授業のなかの数学はこのような危険にさらされるのです。より重要

な問いは、むしろなぜ教科書にかいてあるのだろうということの方でしょう。

　

【　問題　】

1. ここで紹介した「銀林ダイヤグラム」は、私が初めてこの図式を読んだ本［10］の

著者にちなんで命名しましたが、いろいろなバリエーションを考えることがで

きるでしょう。「現実世界」と「数学世界」という名であっても、どちらも数

学のなかにある場合もありえるでしょう。解析幾何［11］をどのようにこのよう

な図式で説明することができますか？

2. もう一つのバリエーションとして、

片桐重男,1988『問題解決過程と発問分析』（明治図書）

にある図式をあげることができます。この図式とどこがどう違うのでしょうか。

3. 次のページには、4章で使う予定の方眼紙が入れてあります。これをTEXを

［10］銀林 浩,1982『人間行動からみた数学』（明治図書）
［11］栗田 稔,1981『幾何』（共立出版：教職教養シリーズ 基礎編 2） p.3
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使って書くための TEXソースを考えてみてください。

図形数ì ê

n番目の三角数を T (n); 四角数を S(n) とおくと、

T (n) + T (n Ä 1) = S(n); 2T (n Ä 1) + n = S(n)í ë
9
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Chapter2

未知数としての文字

2.1 表象に関する発達

前章の銀林ダイヤグラムの助けを借りながら、現実世界と数学的世界の関わりを

考えてみましょう。この図式はうまく数学を使った状態をあらわしているのですが、

必ずしも人々は数学をうまくは使えないということが問題となるでしょう。

ブルーナは、表象作用の発達として次の表象の３段階を考えました。動作的（

enactive），映像的（iconic），象徴的（symbolic）［1］です。電池と電流計と豆電球

とをつなぐことをあらわすのに、実際にその絵を描いてしまうことと、電池や電流

計を記号であらわして配線図をかくこともあるでしょう。そして、もっと略して、

［検波回路］－［増幅回路］などとブロック図を描くこともあるでしょう。これらの

３つに対応しています。あとになるほどかきやすいので、楽であると思えます。ブ

ルーナは、発達に応じてあとのものができるようになってレパートリが増えること

を指摘しました。

次に紹介するある小学校１年生が足し算をわかったエピソード［2］は、示唆に富む

ものです。

小さな丸を３つ並べ、その下に同じような丸を４つ並べてかき。「こ

こに３、ここに４だろう。全部でいくつ？」とたずねると、しばらくだ

まってみていて、「この丸はなあに？」と聞くではないか。あわてて、「こ

［1］J.S.Bruner,1966/岡本夏木他 (訳),1968『認識能力の成長』（明治図書）　上 pp.23-24
［2］佐伯　胖,1986『コンピュータと教育』（岩波新書）pp.115-116
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の丸はおまんじゅうだよ。おまんじゅうが３個と４個あって、あわせる

といくつになるかということだよ。」といってやるとそうか、といって、

「１、２、３、４、５、６、７」と数え、「７個だ」といってにっこりわ

らった。「じゃあこんどは自分でやってね。丸の絵をかいていいよ。は

い、４たす２は？」とたずねると、・・・（中略）・・・なんと、ていねいにおい

しそうなおまんじゅうの絵をかきこんでいる。・・・（中略）・・・こんなこと

ではらちがあかないと心配していたが、しばらく同じような問題をやら

せていくうちに、小さな丸を簡単にかくだけですませられるようになっ

ていた。

Enactive から iconic へを表象をうつすのには、発達ももちろんのことですが、その

アイコンの実体を実感させるための経験と、面倒臭さからより簡略な表現への欲求

が原動力となるといえるでしょう。

このことからもわかるように、数学で使われる表象はその抽象性が操作を容易に

させる価値を持ちます。しかし、それを表象として機能させるのには、それほど容

易ではない。ですから、このことを充分頭においた指導が教育場面で必要となると

いえます。

2.2 榊プラン

前章の銀林ダイヤグラムを完成形と考えましょう。でも、このダイヤグラムに沿っ

た行動をすることはそれほど容易ではないことを前節で申しました。特に発達の途

上においては。しかし、その困難さをバイパスを設けることによって克服し、積極

的に発達を支援するプランが未知数としての文字の導入にあります［3］。

授業者は、まずサランラップにぴったり包んだ２種類のキャラメルをもって教室

に現れます。チェルシー１個の重さをぴったり当てたらそのつつみの中身が賞品に

なると告げられて、授業がはじまります。天秤を使って、チェルシー４個とヤング

チューイ２個のつつみ（Ａセット）とチェルシー２個とヤングチューイ５個のつつ

み（Ｂセット）との重さが等しいことが次に示されます。これでも、まだ情報が足

りない。では、ヤングチューイ１個は、40g。１時間目は、ほとんどキャラメルの箱

［3］銀林（監修）,榊　忠男 1979『たのしくわかる　中学数学の授業　［２］文字と式』（あゆみ出版）
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の実物が使われます。

次の時間は、「ヤ」とか「チ」とか書いた箱とか、ノートやマジックの絵とかをそ

の個数だけ書くという方式。

さらに、次の時間は、箱の中に数を隠して当てさせる班対抗のゲーム。箱をその

個数分だけ黒板に付けたり書いたりはだんだん面倒になるので、箱にその係数を書

く方式。箱をぺっちゃんこにしてカードにする。そのままではさみしいから x とか

く。と、きめこまかに抽象化していって、カードの操作と方程式とを関連づけます。

カード化によって移項も視覚化できるとのこと。理論ときめこまやかな実践とがう

まく融合したプランと言えるでしょう。

2.3 記号論からみた教具

このような教具の系列をみるときに、大いに参考になるのが、松下佳代さんの教

具論です。教具を数学的世界と現実的世界とを結ぶバイパス［4］として位置付け、半

具体物と呼びました。

定式化

現実問題 Ä! 数学的モデル
+ #半具体物 #計算

解　　決 †Ä 　　解　　
解釈

図 2.1: 半具体物の意義

上の榊プランをみると、この「半具体物」の過程が

現実世界の具体物 Ä!準具体物 Ä!半具体物 Ä!数学世界の表現

とでも言うようにさらにわかれるように思えますが、松下さんは記号論を援用して、

「数字記号の内容面（数概念）と統辞体系（10進構造)の両方を表現するが、例えば

面積シェーマは数字記号の統辞体系のみしか表示しえない」と、

［4］前に紹介した 銀林 浩,1982『人間行動からみた数学』（明治図書）の第 7話などにも説明がありま
す。
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　　　単語に相当する表象と

　　　文法構造（統辞体系）と

を半具体物が表現しえているかに注目しています［5］。この指摘は次の章で他の教具

の具体例を増やしてから利用したいと思います。　

【　問題　】

1. 連立方程式 2x + 3y = 8;　 2x + y = 4 を準具体物を用いて解くとき疑似代入

法とでも言えるような解きかた［6］が出現する場合があります。これを参考に

この時期には問題を提示する順番についてどのような工夫をするべきか考え

てみて下さい。

［5］野中佳代「タイルとブロック」雑誌『教育』（'86・7月号：No.468）所収。
［6］正田　良,1989『DIME授業書による楽しい数学』（明治図書）p.39
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Chapter3

関数の導入

DIMEプロジェクトとは、スコットランドの草の根の教材開発、Fife Project の

後身にあたるもので、就学前からだいたい中学校までの数学に関する授業書や教具

によって構成されています［1］。ここでは特に関数の変数として文字の導入を行う

Number Patterns などを中心に、前章で提起した「教具論」での半具体物の系列を

見てみましょう。

16ページにこの授業書の一部［2］を紹介します。ページをめくってみてください。

これを個別指導で使うとしたら、

さて、牧場に柵を作りたいんだけどね。柱を 1本立てる。これだとた

だの柱で柵とは言い難いけど、柵の一種とみとこう。板はいらない。つ

まり、板は 0枚必要というわけだ。（「1 Ä! 0」の部分を指さす。）じゃ

あ、柱を 2本立てると？次の図だね。板は何枚必要かな？・・・・・そう。３

枚だね（1 Ä! 3）。じゃあ、次は？　あっここに書いてあったか。６枚

だ。じゃあ、柱が 4本だと？・・・、うん、数えればわかるね。9枚だ。次

の柱が 5本だと？今度は図を自分でかく必要があるかな？そうそう、12

枚だね。じゃあ、12本の柱を立てるとすると？・・・・・　 33枚？　えッ君、

どうしてそれがわかったの？

と巧妙に、Ä! の左側の数から、右側の数をどうやって出したか説明を子どもに

［1］正田　良,1989『DIME授業書による楽しい数学』（明治図書）
［2］University of Stirling,Geoã Giles,1984“Number Patterns 1”（DIME Project）p.3
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図 3.1: DIME授業書の Number Patternsより
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させるでしょう。そして、「1を引いてから 3倍する」を、左側の数を p という文字

で表すとすると、右側の数はどのようにかけるでしょうと、文字式の導入が図られ

ます。そのようなリズムが感じられる授業書です。

このような問題が、10ページ続きターゲットテストの標準、上級とあり、さらに

問題を補充するための“Number Patterns 2”もありますから、かなりたっぷりと

練習問題が用意されています。このように多くの同じような問題を手掛けるなかで、

子どもはあるコツをつかむこともあるでしょう。このごろの日本の中学用の検定教

科書でもこのような文字の導入を行うものがありますが、用意されている問題の量

にはかなりの違いがあります。

そして、18ページ［3］を見てください。これまでみてきたような数の対応関係を自

動的に計算するという便利な機能を持つ機械［4］が登場します。見開きの左側の機能

は、「1を引いて 3倍する」でしたが、ここでは、「2倍して 5を足す」という機能が

扱われています。これは、「2倍する」という機械と「5を足す」という機械とをつ

なげたような機能を持っています。

この機械を表している箱をかきうつそうとしてみてください。数の入り口、出口

を含めて、立体的に丁寧にかいてあるので、これを何個もかかないとならないとな

ると、ちょっと頭が痛いですね。そこで、「旗の図」（çag diagram）が登場します。

この旗の図は、機械を表していた箱（Number Machine）にくらべて、かきやすい

ことの他、関数の合成や、逆をあらわしやすくできています。逆をあらわすときは、

旗を裏返しにするのです。表に［×２］とかいてある旗は、裏には［÷２］とかい

てあるのです。

「靴下をはいてから靴をはく」の逆は？　そう、「靴をぬいでから靴下をぬぐ」で

すね。動作の順も逆になります。この旗の図を使うと、左から右へ旗の下を通って

数が変換されて行きます。逆写像は向きが反対に右から左に、逆向きになびいてい

る旗の下を通ることになりますから、自然に動作の順序も逆であることが示されて

います。関数に関する統辞体系を考える際に、合成と逆は重要な要素ですが、これ

を表しえる表象であると「旗の図」を評価することができるでしょう。

一般的には関数は代数での「乗除先行」などの規約に合わせる必要があるため、式

［3］University of Stirling,Geoã Giles,1979“Operations 1”（DIME Project）p.2
［4］さまざまな対応関係を関数として抽象するのに、このような箱の形をした機械は有用です。
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図 3.2: DIME授業書の Operationsより
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であらわすこととなると、括弧を付けるなどの工夫が必要になります。しかし、旗

の図はそれに至るまでのクッションとして機能し、関数の統辞体系を自然にあらわ

す特徴があるでしょう。

　

【　問題　】

1. DIME授業書での関数は次のような系列で指導されます。

いろいろな数の対応関係　 Ä!　NumberMachineをあらわす箱

　　　　　　 Ä!　旗の図　 Ä!　代数を用いた表現

このそれぞれについて、目で見た姿の類似性と、統辞体系を表現しうるかとを

比較してみて下さい。

2. 前章の榊プランでも同様の比較をしてみて下さい。

3. またも、次のページを TEXを使って書く方法を伺います。

4. Post Scale というポケットに入る「はかり」があります。これを使って封筒の

中に 10円玉が何枚入っているかを当てる授業を考えましょう。2,7,5枚が入っ

ている場合のデータを子どもに与えます。

このことを通じて「グラフ」の果たす役割を考えて下さい。

5. 一次関数を教える際の指導の順番を上の授業を含めて考えてみて下さい。
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Chapter4

３次元幾何

これまで、理屈っぽい話が続きましたから、ちょっとここらで息抜きをしましょ

う。立体パズルをしましょう。工作用紙の半分もいらないのですが、DIMEプロジェ

クトで、その形からＬと呼ばれている立体２つと、2cmを単位としたときの体積か

ら２と呼ばれている立体１つ、そしてくさび［1］の形のＷを２つ作って下さい、次の

ページに展開図を示しますから、それを工作用紙にうつして、切り取ってセロテー

プを使って組み立てればできあがりです。その見取図も記しておきました。

ところで、20ページの方眼紙を横長にして使うと、見取図がかきやすいってご存

知ですか？よく、平行にかくべき線がブルブルになって、何かへたっぴに見えるこ

とって私にはよくあることです。でも、このような頂点にあたる点が既に打ってあ

るのでそれをみつけて定規で結べばよいのです。これを適当な枚数コピーしておけ

ば、かなり便利に使えるはずです。10ページのは普通の方眼の頂点だけを打ったも

のですが、これは等測方眼紙とかアイソメトリー方眼紙とか言われるものの頂点だ

けを打ったものです。正三角形を平面に敷き詰めたものの頂点のみを打ったとも言

えますね。立方体を輪郭が正６角形に見えるような位置からみると、辺の長さそれ

ぞれ等しく見えます。だから「等測」というのです。DIMEブロックの見取図を示

しましたが、他の視角からみた見取図をかいて下さい。

LWW とか記してあるのは、L が１つと W が２つという意味です。文字の個数

がブロックの個数をあらわしています。次の 20の見取り図（等測図）であらわされ

［1］英語ではWedge
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図 4.1: DIMEブロックの展開図
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図 4.2: DIMEブロックの見取図

た立体を、先ほど作ったブロックを使って作ってみて下さい。【課題１】［2］

立体をあらわす方法として、真上からみた図（平面図）と、真正面からみた図（立

面図）［3］、の組であらわす方法があります。このような図を投影図といいます。ソー

マ・キューブとか、スタインハウス・キューブとかの立体を調べ［4］、投影図や等測

図であらわしましょう。【課題２】

投影図で、上に平面図、下に立面図を置く方法を第３角法といいアメリカで普及

しています。逆に平面図が立面図の下になるのが第１角法といい、画法幾何学の創

始者モンジュのとった方法です。日本では、工学部では第３、理学部では第１が好

まれるようです。ここでは第３角法を使います。

すこし複雑になってくると、投影図がどのような立体をあらわしているか読み取

りにくい場合が出てきます。そのようなときには、面の高さを考えると考えやすく

なる場合があります。右に記した

［2］DIME プロジェクトでは、Tricube,Pentacube などの他のプロジェクトも含めて、これ以外の課題
が多く用意されています。
［3］ときには真横からみた図（側面図）
［4］高木茂男,1981『PLAY PUZZLE パズルの百科』（平凡社）pp.68-69
銀林　浩,1994『実験数学のすすめ』（『数学教室』別冊 (1)：国土社）
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図 4.3: ブロックで作れますか？（その１）
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図 4.4: ブロックで作れますか？（その２）
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図 4.5: ブロックで作れますか？（その３）

投影図で立面図に記したように、高さ
3,2,1,0を考えましょう。まず、平面図に
高さ 1である面に黄色を塗ってください。
では、等測図に平面図にあたる図形をか
きうつし、黄色で塗った面を対応する高
さにかきいれてみましょう。次に高さ 2

の面を黄緑、高さ 3の面を緑などと塗り
分けていけば等測図がいくぶんかは書き
やすくなるでしょう。

斜面がでてくると、等高線を引いたりどの方向に水が流れるかを示す線（最大傾

斜線）を引いたりの工夫も必要となります。その他に粘土で外接する直方体を作っ

ておいて、対応する面に、立面図、平面図を貼ってナイフで削っていくという方法

もあります。
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図 4.6: 面に図を貼ってからナイフで切り取る
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さて、このように考えて来ると、等高線を平面図に書き入れるだけで、立体があ

らわすことができそうに思えてきますね。これまで、ノートに立体図形をあらわす

方法のいろいろをみてきました。それらのまとめは演習問題に譲りましょう。

　

【　問題　】

1. 本文中の【課題１】【課題２】をやってみましたか？

2. 頂点に名前をつけて点の対応関係を示さないと平面図と立面図だけの投影図で

は立体をあらわせない例を、DIMEブロックのW を使って指摘して下さい。

3. いろいろな立体のあらわしかたについてみてきましたが、前章で扱った表象の

抽象度について考察を加えてください。

4. 日本ではこのような三次元幾何のアプローチは中等教育ではあまりみられま

せん。その是非について論じて下さい。

5. 下の投影図であらわされた立体を等測図であらわしてください。

答は 36ページにあります。

28



Chapter5

文字の特色

以前、関東地区数学教育協議会の研究会［1］で「文字＝＝語のありがたさを教えるのは

難しい」と題してお話ししたことをもとに数学での文字の特色について紹介したい

と思います。

5.1 語の特色

上に紹介した書くのには大いに TEXの技巧を要する演題ですが、「数学での文字」

と聞いてピンときますか？ちょっと通じにくいかなと思います。x とか y とか、そ

うそう方程式で未知数として使われるような「文字」のことです。むしろ、文字と

いうよりも「語」というべきではないかということを話の枕にしました。

実際、数学での語は、一文字であることが多いですね。a2 とか z3 とか添え字と

かの飾りをつけることもあります。高校の範囲では、loga x;　 sin íとか
dy

dx
とか

が出てきます。でも１文字であるというのは、数学が記号を使って計算とよばれる

操作するもので、その操作を簡便にするという意味で注目するべき特徴であると思

います。

「語」というのは、時枝文法の言葉ですが、ようするに単語のことです。では、

「語」、つまりもの・ことのなまえはなぜ生まれるのでしょうか。

1. 繰り返して出てくるものごとに名まえをつけておいたほうが表現しやすい。

プログラミングで、ある部分をサブプログラムとして名まえを付けてそれを引

［1］1996.11.23.
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用するという手法がよくみられます［2］。

2. おき直した方がひとまり感がある。

これは下記の引用、「カン詰めとビン詰め」［3］を参照してください。

3. 話題となっている対象の個数が多いと「これ」「それ」では指示することに限

界がある。

4. 計算の対象とみなしやすい。

小学校では、（道のり）=（速さ）Ç（時間）だけでなく、（時間）=・・・、（速

さ）=・・・という式も公式としますが、中学では初めの式の両辺を同じ式、（速

さ）で割って第２の式を出せます。しかしこのようなときには速さを v など

とおいていることが普通です。つまり文字におくことによって、v でわるなど

の計算の対象としてみなしやすくなるのでしょう。

ざっとこのような特長をあげることができるでしょう。

【カン詰とビン詰】

(a + b)は a + b を一つのものとして扱う。という意味であって、しかも

a + b を一つのものとして扱いながら、その内容は a と b との和を表わ

すことがわかるのであって、

一つのものとして取り扱いながらその内容がわかるというところに特長

を持っているのであるが、a + b を m で表わして

m = a + b

としてしまえば、その内容は見えなくなってしまう。

そして、これをたとえれば、鉛筆 12本を一つのものとして取り扱う

のに、帯封をして、これを１ダースとして名付けて取り扱えば、その内

容がわかり、しかも一つのものとして取り扱えるので便利であり、面白

味があるが、これを紙で全体を包んでしまえば、一つのものとして取り

扱うことはできるが、その内容の見えないところに不便を感ずる。・・・・・・

［2］例えば、正田　良,1994『プログラム言語としてのArago dBXL』（啓学出版）pp.61-70
［3］藤森良夫,1957『代数の基礎　学び方考へ方と解き方』（考へ方研究社）pp34-36
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任意の代数式を、A; B; C;・・・・・・; P; Q;・・・・・・で代表させて、その関係を

わかり易くして、思考と計算とを節約することはすくなくないのであっ

て、これから学ぶ式変形の諸例を通して「カン詰」は

中身がみえないので不便であるが、丈夫であるので運搬に便利であるこ

とをしゃぶりだし、したがって、式変形における「カン詰」、「ビン詰」

の使いわけ方をつかむことによって、諸君の計算力をいやがうえにも偉

大にするようにしなくてはならない。

（(x2 + 7x + 6)(x2 + 7x + 12) Ä 280 の因数分解で、）掛け算をする

とき x2 + 7x のタバに眼をつけて、これをすなおに「カン詰」にして　

　 y = x2 + 7x　　とすれば、与えられたる x についての４次式は、

P = (y + 6)(y + 12) Ä 280

という y についての２次式となり、・・・・・・「カン詰」の利益は、第１：項

の数を少なくすること。第２：次数を低めること　である。

5.2 文字の難しさ

このような特長があるものの、算数・数学の場面で難しさが焦点化するところも

文字なのです。

ある日、小学校５年生だった娘の勉強を見ていましたら次のような問題がありま

した。「みかんが８こありましたが、弟がいくつかお友達にあげたので５こになって

いました。あげたみかんを x 個として式を作りなさい。」・・・・・・しばらく一緒に考え

て、8 Ä x = 5 という「答」を出しましたが、娘は、「答え出さないでいいの？」と

私に聞きました。もう１つの例。4a Ä a という計算問題は、「4」という誤答が比較

的多く見られます。

このような難しさに対する対応については、これまでの章に記してきましたね。

榊プランと DIME プロジェクトでの文字の導入です。一般に文字の使われかたは次

の３つに分けられます。

1. 一般的な定数を表わす文字

2. 未知の定数を表わす文字
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3. 変数を表わす文字

4a Ä a を計算させて 3a を出すというのは、ともあれ２番目でも３番目でもないで

すから、一般的な定数を表わす文字ですね。4a Ä a = 3aのような恒等式にでてくる

文字は一般的な定数を表わす文字といえます。榊プランではキャラメルの重さにつ

いての方程式を解いていました。未知数として文字が出てきました。DIMEでは関

数の変数として用いられていました。実は、文字の果たす意味合いを把握するとい

う点では一般的な定数を表わす文字が３つのなかでは一番難しいと言えるでしょう。

5.3 課題分析と文字への意味付け

実はこれまでの教科書では、方程式や関数の前に「式の計算」という一般定数と

しての文字についての練習が課されていることが多くみられました。なぜこのよう

な順番となっていたのでしょうか。

教育工学で教育順序を考えるネットワークを作るために「下位目標行動」という概

念が使われます。例えば「平行四辺形の面積の公式を使えるには、少なくとも掛け算が

出来る必要がある。」というようなものです。この意味でいうと方程式 5xÄ8 = 3x+2

を解くためには、5x Ä 3x を計算できることが必要なので、「式の計算」を教科書の

初めにもってくる根拠があるように思えます。しかし、「分析者はとかく、最初に思

いついた必要値を絶対不動のもののように考えてしまいがちで、別のプロセスによ

れば全くちがったものが必要条件となるという可能性を見失う場合がある。」［4］の

です。

以前、教育出版の『教科通信』にも紹介したことがあるのですが［5］、『中学校数

学教科調査報告』という文部省が明治 45年に発行した文献に次のようにあります。

教科書においてはその材料を系統的に取り扱うか、将又方法的に扱

うかは教科書編纂上の問題にして、方法的に取扱ひたる教科書を用ふる

ときは（中略）、自由にして創造的なる教授活動の利益と特色とを発揮

すること能はざるが故に、一般に優良なる教師の喜ばざる・・・・・・

［4］佐伯胖「ネットワークの方法」（沼野一男 編,1968『新訂　プログラム学習の実践』（悠久出版）
［5］「文字の指導について」(1987.11.1)
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ユークリッド原論の順番に代表されるような学問の「系統」と、授業のときの「方

法」との対立が指摘されています。式の計算により関連の深い実例が次の文献［6］に

見られます。

定義が並べてあって、それから代数計算の器械的のものに移ってい

きまして、代数とは何んなものであるか、一向何等の考えも生徒に与え

ないから・・・・・・代数においては先ず第１に代数は面白いものである、非

常に重宝なものであるとの考えを生徒に持たせるのは必要なこと

しかし、一次方程式を先にするといっても「それで一次方程式をなるべく早く即ち

加減乗除の次に」［7］のような程度であったのですが。

機械的な計算とはいってもその中にも教育の順序があります。例えば小学校の筆

算の系統について数学教育協議会は「水道方式」［8］という実績を持っています。そ

れを代数計算に当てはめようとする試みもあります。xという文字は、1x1 + 0 と隠

れた指数と係数や項があるわけですが、この有無によって計算練習の系統が考察さ

れています［9］。しかし、実際には文字計算を明治期のようにまとめて教えることは

ないので計算体系をそこまで広げることは、あまり意味がないでしょう。５点式分

類法［10］として係数が 0,± 1のときの注意としては参考にするべきですが、指数に

ついては、むしろ次の指摘［11］が影響をもっています。

代数の中には１元１次方程式から線形代数へ発展するものと、高次

方程式へ発展するものがありますが、この２つの流れにしたがって・・・・・・

中学校ではとくに、１次式では内積（a1x1 + a2x2 + ÅÅÅ+ anxn）、高次

式では指数法則（am Ç an = am+n)を中心に指導を考えることが重要で

す。・・・・・・量の立場から考えても内積は量をバックにして量を結びつけて

指導することができますが、・・・・・・

では、「方法的」な順番とはどのようにして実現されるのでしょうか。すでに「半具

［6］藤澤利喜太郎,明治 33『数学教授法講義筆記』（大日本図書）第 13回
［7］同書同回
［8］前掲の『算数・数学教育の最前線』
［9］松尾豊「文字計算の体系」（『数学教室』1960年 7-12月号 (No.70-76)
［10］-2,-1,0,1,2と５種の係数は計算練習での扱いが違うことからこう命名された。
［11］森毅,1964『量の授業（中学校数学）』（明治図書）p.31
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体物」としてその例を見てきましたが、よい意味での「領域固有性」というか、適

用場面に大いに依拠した判断が利用できるでしょう［12］

私は、I.R.S.分析という手法を用いて教育順序についての調査を行ったことがあ

ります［13］。I.R.S.というのは、Item Relational Structure の略で、テスト Iとテス

ト Jとが同時に行われて下記の表のような分布となったとき、

　　　　　　 テスト Jを正答 テスト Jを誤答
テスト Iを正答 a人 b人
テスト Iを誤答 c人 d人

r = 1 Ä c(a + b + c + d)

(c + d)(a + c)

を「テスト Iからテスト Jまでの path がある」ことへの Fuzzy論理値とするもの

です。テストをそれが学力を計測しようとする学習内容と同一視すれば、path が効

率のよい教育順序を意味します。ところで、この式の分数の部分は、

Iをできないという条件のもとで Jができる確率
Jができる確率

とみることができますから、Iができないことと Jができることとが独立であると

き、rの値は 1、Iができることが Jをできることの必要条件ならば、rの値は 0とな

りますので、この２点では妥当な数値化であると言えるでしょう［14］。なお、双方

向の path が２つのテスト間にあるとき、両者を同一のものとみなします。

この調査ではテストがそのタイプの問題を代表しうるものであるかという吟味に

欠けるので、追試が望まれますがここで指摘された path には、次のものが含まれ

ました。

1. 「7x Ä 5 = 4x + 13を解け」から「x Ä 1 Ä (1 Ä 2x)を簡単にせよ」

2. 「7x Ä 5 = 4x + 13を解け」から「5(2x Ä 3y) Ä 3(3x Ä 2y)を簡単にせよ」

3. 「１冊 75円のノートと１冊 100円のノートを合わせて 12冊買ったときの代

金は 1000円であった。1冊 75円のノートを何冊買ったのか。」から「1冊 120

［12］認知心理学では、一般にはこの言葉は知識が他には利用できないという否定的な意味合いで使われ
る。伊藤・安西「問題解決の過程」（市川伸一,1996『認知心理学 ４思考』（東京大学出版会））などは参
考になる。
［13］日本数学教育学会数学教育論究 Vol.43・44(1985)の論文発表会抄録
［14］r≦ 1ですが、r≧ 0とは限らないので注意を要します。
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円のノート 2冊と１本 a円のえんぴつ 8本を買うときの代金の合計を式で表

しなさい。」

4. 「１冊 75円のノートと１冊 100円のノートを合わせて 12冊買ったときの代

金は 1000円であった。1冊 75円のノートを何冊買ったのか。」から「連立方

程式　 2x Ä y = 1;　 x Ä y = 4」

ようするに、これらの pathは古典的な課題分析とは逆の向きに引かれたのです。こ

の意味では、「面白いものである、非常に重宝なものであるとの考えを生徒に持たせ

る」のは「必要なこと」であるばかりか効率のよい方法でもあるのかもしれません。

作問についても調査を行ないました。

「4(2x + 10) + 3x = 1140という方程式をたてる必要のある問題を作れ」

という課題に対して、「ケーキ２つを 10円の箱に入れてもらって」などと答えるも

のと、「ももはみかんの値段の２倍よりも 10円高い」などと答えるものとは、前者

よりも後者の方が代入法を好むという結果となりました。

小学校では、（単価）×（個数）の形にかきますが、中学校では（係数）×（未知

数）となります。単価が未知数の場合も、個数が未知数の場合もあることになりま

す。こんな注意をしてから、「3x + 9 = 5x Ä 3 という方程式をたてる必要のある文

章題を作れ」と出すと、次のような人を食った［15］問題も含めていろいろなものが

出て面白いし、生徒の文字に対する意味付けが強まり、誤答を防止することにもな

るでしょう。

無責任な先生は１箱３人でおかしをわけろといったが、かわいそうに

９人もらえない。よくばりな先生は１箱５人で分けろと言い、３人分余っ

た、３人分先生はどうしたかいまだ謎だが、果たしておかしは何箱か？

　

【　問題　】

［15］普通はおかしを人に配りますが、これは人をおかしに配っている点でユニークです。
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1. 本文中に指摘した「式の計算」と「１次方程式」のように機械的な操作をそれ

が使われる場面の前にかなり長く練習させられるものを他に２つ中学・高校の

数学からあげてください。

2. いくつかの現行の教科書に関して、因数分解はどのように導入されているか調

べてみてください。

28ページの答え
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Chapter6

練習の系統

よく数学の授業は楽だと言われます。教科書にかいてあることを読み上げて、そ

こに付いている例題をさらって、練習を生徒にあてて黒板に出せばいい。何の工夫

もいらないし・・・・・・というのが、その主張の論点なようです。

しかし、教科書にそってといっても、教科書に盛られたことをどれだけ理解して

教えることができているかによって違いが出てきます。

6.1 二次方程式の解の公式

例題があって、問があって、練習問題があってという教科書の流れがあります。授

業場面では、教師が黒板で説明。黒板に書きながらところどころ生徒にあてて答え

させる。プリントを配ってそれにある空欄を埋めさせながら説明する。生徒が授業

時間にノートへ練習。生徒がうちでノートにやってくる。やってきたノートを提出

させて添削する。生徒を黒板に出すなど。問題を解くのに生徒にどのような参加を

させるのかについていろいろな選択肢を考えることができるでしょう。

例題を教師が黒板で説明して、問をちょっと質問をしたりしながら、一緒のペー

スで教室で解かせて、練習問題を宿題にして次の時間に黒板に出して解かせるとい

うのがある技能を練習させるときのおおかたの授業の進めかたです。しかし、教室

の状態によってもっと練習が必要な場合があるでしょう。教科書の問題の順番につ

いて理解せずに、補足するにしても適当に係数をいじっておけばいいやというだけ

では思わぬ結果になる場合があります。
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例えば、二次方程式を 2x2 + 4x Ä 7 = 0 解いてみてください。高校入試の問題

としてみると、平方根の簡約や約分を行うことが要求されるでしょう［1］。この問題

はそのすべてを含んでいるという点で例題として説明するのに適切な問題だといえ

ます。

例えば、5x2 + 5x Ä 1 = 0の解を x =
Ä1± 3

p
5

2
などとしてしまう誤答が多く出

る［2］ので、例題の中にも、分母・分子の共通因数をくくった途中をしっかりかいて

注意をうながすことが必要でしょう。

6.2 因数分解

因数分解では教科書に種々雑多な公式が提示されることが多いようです。これは

問題演習のときの公式集としても役立たせようという意図で平板に並べられている

に過ぎません。それに軽重をつけて系統的に整理することが授業に望まれます。こ

こでは具体的に問題を解いてみましょう。

1. 次のそれぞれを因数分解［3］し、その練習の系統を答えてください。
(1) x2 + 7x + 10 (2) x2 + 10x + 24 (3) x2 + 7x + 6

(4) x2 Ä 14x + 24 (5) x2 Ä 9x + 18 (6) x2 Ä 7x Ä 8

(7) x2 + 5x Ä 24 (8) x2 + 5x Ä 24 (9) x2 Ä x Ä 6

(10) 2x2 + 7x + 6 (11) 3x2 + 2x Ä 1 (12) 3x2 Ä 7x + 4

(13) 3x2 Ä 10x Ä 8 (14) x2 Ä 10x + 25 (15) x2 + 4x + 4

(16) 4x2 + 12x + 9 (17) x2 Ä 36

［1］「これによってどんな２次方程式でも必ず解けるということを知らせるのが第１の眼目」と　矢野
　寛,1995『中学・高校における水道方式』（愛媛県数学教育協議会）p.24 にあるが、ここでは公立高校
での採点基準程度の要求を前提として考える。

［2］3x2 + 6x Ä 5 = 0 を解くのに、
D

4
= 22 Å6とおくと、　　 x =

Ä3± 2
p

6

3
となるというように、

準公式 ax2 + 2px + c = 0⇒ x =
Äp±

p
E

a
　（ただしE = p2 Ä ac）を使えばかなりの約分から逃れ

ることができます。
［3］「タスキ掛け」と呼ばれることがあります。
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2. 次のそれぞれを因数分解し、その教授意図を指摘してください。
(1) 10x3y + 15x2y + 5xy (2) Ä4x3 Ä 2x2y + 6xy2

(3) (a + b)2 + 5(a + b) (4) x2 Ä 2xy + y2 Ä 1

(5) x2 + 4x + 4 Ä xy Ä 2y (6) 0:3y2 + 0:4y Ä 1:5

(7) (x Ä 3)2 + 5x Ä 15 (8) (a Ä b)2 Ä (b Ä a)(a + 3b)

(9) 2bc Ä a2 + ac + 4b2 (10) x2 Ä xy + 3y Ä 9

3. これも同様です。
(1) 2(x Ä y)2 Ä x + y Ä 1 (2) a2 Ä 4a + ab Ä b + 3

(3) x4 Ä 13x2 + 36 (4) (x2 + 2x)(x2 + 2x Ä 4) + 3

(5) x2(x + 2)2 Ä 3(x2 + 2x) Ä 4

(6) (a Ä b)2 + 2(c + d)(a Ä b) Ä 3(c + d)2

(7) ab(x2 + y2) + xy(a2 + b2) (8) ab(x2 Ä y2) + xy(a2 Ä b2)

(9) x(x + 2) Ä y(y + 2) (10) x(x + 4) Ä y(y + 4)

(11) a4 + a2b2 Ä b2c2 Ä c4 (12) 1 + bx Ä (a2 + ab)x2

(13) 1 Ä abx3 + (b Ä a2)x2

これの解答は演習と同じく巻末に記すことにします。なお、最後の　３．(7)以降

は明治当時の教科書［4］からとったものです。

公式の中にはそのもの自体を暗記するよりも、「次数が最小になる文字についてま

とめる」とか、「複数回出てくるものを文字でおく」もっと根本的なものをしっかり

把握した方が有益なものがありそうです。

なお、タスキ掛けの導入として「ベキタイル」［5］が使われることがあります。因

数分解の意義を材料（展開された結果）を使って、長方形に並べる（因数分解された

結果）という操作に対応させている点、因数分解の導入の困難さを逃れることがで

きます。しかし、係数がマイナスあるいは端数がでる場合にはあらわしにくい。数

の拡張については、展開の逆操作としてのタスキ掛けの定式化を待って行うべきで

しょう。

［4］長沢他訳　チャーレス・スミス氏初等代数学　明治 20　数書閣
［5］41ページ
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３・４次方程式の解の公式ì ê
・カルダノの公式に関する基礎知識
（１）１の３乗根で虚数のもののうちの１つを! とおくと、
!≠!2; !3 = 1; (!2)3 = 1; !2 + ! + 1 = 0

（２）因数分解の公式

a3 + b3 + c3 Ä 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 Ä bc Ä ca Ä ab)

は前項の ! を用いて、

a3 + b3 + c3 Ä 3abc = (a + b + c)(a + b! + c!2)(a + b!2 + c!)

と書ける。
（３）x についての３次方程式 x3 Ä 3pqx + (p3 + q3) = 0 の解は、

x = Ä(p + q); Ä(p! + q!2); Ä(p!2 + q!)

・デカルトの公式に関する基礎知識
４次方程式 x4 + ax2 + bx + c = 0 の左辺は、

(x2 + kx + m)(x2 Ä kx + n)

の形に因数分解できる。í ë
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6.3 一次方程式

前の章で、「『方法的』な順番とはどのようにして実現されるのでしょうか。」と記

しましたが、特に一次方程式に関してその回答を提供していませんでした。I.R.S.で

課題分析と逆に思われる結果が出てきたのですが、それはなぜ起こり得るのでしょ

うか。「適用場面に大いに依拠した判断」と記しましたが、具体的な場面で式の計算

を使わずに、3x + 50 = 5x Ä 10 をどのように解き得るのでしょうか。
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図 6.1: タスキ掛けの定式化の例（前半）
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図 6.2: タスキ掛けの定式化の例（後半）
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短刀直入にいえば、過不足算的状況であると思います。「みかんを３こ買おうとし

たら 50円あまるが、５こ買おうとすると 10円足りないといわれた。さて、このみ

かんは１個いくらでしょうか。」このような文章題を解くには、線分図などを書いて

もいいでしょう。２こ分の値段は、50+10の 60円になっているわけですから、もと

の方程式を　 2x = 60　と書き直すことができることになります。２こで 60円な

のですから、あとは単純な割り算の問題で、30円です。　

【　問題　】

1. ３次方程式の解の公式、４次方程式の解の公式について調べてみましょう［6］。

また、これらの公式で２次方程式の解の公式での方法が使われているものがあ

れば指摘して下さい。

［6］矢ヶ部　巌,1981『代数』（共立出版：教職数学シリーズ）
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Chapter7

数論と代数的構造

7.1 基本法則の確認

２つのベクトル
→
a +2

→
b ;
→
a Ä3

→
b の内積、

(
→
a +2

→
b )・(

→
a Ä3

→
b )

を計算してみて下さい。恐らく、１次元の実数をあらわす文字に関する式の乗法、

(a + 2b)(a Ä 3b)

を対応させて考えられたのではないでしょうか。図式的に書けば、ì ê
(
→
a +2

→
b )・(

→
a Ä3

→
b ) ! (a + 2b)(a Ä 3b)

#
j →a j2Ä →

a・
→
b Ä6j →b j2 † a2 Ä ab Ä 6b2í ë

のように。すでに習熟している技能を新しいものに応用するために、共通な構造に

着目するということは、数学の本質的な活動と言えるでしょう。

このための準備として、基本的な法則が実数と同様に成り立つこと、内積の場合

は自乗にあたるものがベクトルの大きさの自乗に当たること。そして、ひとつかふ

たつ基本法則に従って実数と同様の変形ができることを確かめています。上の図式

のようなことができることが目的であって、そこで見通しがパッと開ける経験がな

ければ、面倒な理屈ばかりが印象に残る授業になってしまうでしょう。
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ベクトルの定義を、矢線で行う方法と、実数の組として行う方法とがあります。そ

のどちらに際しても、交換・結合・分配法則がなりたつことを確認することは重要

です。でも、その重要性がどのようなものであるかを理解せずにただ教科書に書い

ているからという単純な理由で棒読みすることは、危険でさえあります。このよう

な基本法則の確認は多くの場合退屈極まるもので、何のためにこんなことをするの

かという疑問が恐らく生徒のなかにあるでしょう。ですからその時間の中に、確認

できたから広がった、あるいは、やりやすくなった世界を見せてあげる必要がある

ように思います。

7.2 整数の性質

整数M を自然数 N で割った商を越えない最大の整数を整商といいます。これを

Q とおき、M と QN との差 Rを剰余といいます。即ち、M = QN + R。M > 0

のときこれは小学校の割り算の余りに一致しますが、マイナスのときにも余りを考

えるようにしたものです。0≦R＜Nとなっています。整式を整式で割るときの除

法も同じように考えます。式では変数の値によって値が変りますが、そのかわりに

次数の大小で扱います。

ある自然数Nで整数を割ったときに何が余るかによって、整数をN個に分類する

ことができます。これを自然数Nを法とする剰余類ということがあります。k余る

整数と l 余る整数との和をNで割ったときの余りを kと lとの和、積をNで割った

ときの余りを kと lとの積と考えると、0 から (N Ä 1)のN通りの要素からなる環と

なります。さらにNが素数のとき体となります。要素が有限個であるので、和や積

を全部表の形に書き出すことができます。このような表を演算表といいます。我々

は 10進法の掛け算や割り算の筆算を難なくこなしますが、これは九九という乗法の

演算表を頭の中に持っているからです。恐らく、
1

4
;

1

5
を６進法の小数に直すという

のもかなり大変な作業になるでしょう。

整数の性質について文字を使っていろいろと探求することには生徒にとって興味

深いものがあります［1］

［1］野崎（監）,1995『数学の窓の開けかた』（東京書籍）に、「72の約数を並べる」と「百五減算」が出
ています。また約数の見分けかたなども適した話題と言えましょう。
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× 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1 3 5

3 0 3 6 2 5 1 4

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 1

7.3 ユークリッドの互除法

２つの自然数の最大公約数を求める計算方法として、いわゆる「タンス型」の計

算方法があります。1989年の改訂で小学校と中３に別れましたが、これを小学校で

教えてしまう先生も中にはいるようです。この「タンス型」は２つの数の公約数が

すぐに見える場合はかなりの威力を発揮します。

タンス型の計算で混同しやすいのは、３つ以上の数の最大公約数を求める計算と、

最小公倍数とでタンスの段の数が違ってくることです。ì ê
7 ） 35 154 231

5 22 33
7 ） 35 154 231

11 ） 5 22 33
5 2 3í ë

ここに計算している 35,154,231 の素因数をベン図に書いてみてください。最大公約

数、最小公倍数はそれぞれ何の積でしょうか。

パソコンなどでの計算には、いろいろな約数の見分け方を組み込むよりも機械的

な繰り返し計算が有利です。ユークリッドの互除法というアルゴリズムはその繰り

返しが単純な上に効率がいいので便利です。実は互除法は算法の典型とされていて、

互除法を示す「アルゴリズム」という言葉が算法を示す言葉になってしまったとい

うほどです。さて、どのような算法でしょうか。

168 と 448 の最大公約数を求めるとは、横 168cm, 縦 448cm の長方形の形をし

た部屋に、なるべく大きいタイルを切らないで敷き詰めたい。タイルの１辺は何 cm

にするべきかという文章題を解くことと同じです。

そこで、まず一辺の長さが部屋の短い方の辺、つまり横の長さと同じである正方
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図 7.1: ユークリッドの互除法
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形がいくつ入るか入れてみます。もちろん端が余ってしまいます。余った部分も長

方形ですから。この長方形の短い方の辺を一辺の長さとする正方形を考えて、これ

も入るだけ入れてしまいます。このようにして続けていけば、余りの長方形がどん

どん小さくなっていきます。値が整数なので１未満にはならないのでいつかはぴっ

たり敷き詰められる正方形が見つかります。

こうして得られた正方形の一辺の長さは、初めの長方形の二辺の公約数であるこ

とがわかります。しかも、実は最大公約数であるのです。

２つの自然数 x; yの最大公約数を gcm(x; y)であらわすと、a = bq + r のとき、

d = gcm(a; b); e = gcm(b; r) とすると d = e

であることを示せば、余りを考えるという操作を繰り返しているので、この計算結

果と最大公約数が一致していることを示したことになります。

r = a Ä bq なので、r を d で割ると、aを割っても、bを割っても割り切れるの

で、rも割り切れます。dは、rと bとの公約数です。eは最大公約数なので、e≧ d。

同様に、a = bq+rなので、eは aと bとの公約数ですから、d≧e。e≧dとd≧ e

とが同時に成り立つのですから、d = e です。

なお、a; bの最小公倍数を、lcm(a; b)、最大公約数を、gcm(a; b)であらわすと、

ab = lcm(a; b) Ågcm(a; b)

が成り立ちますからユークリッドの互除法の結果を使って最小公倍数を求めること

ができますし、３つ以上の数については、

gcm(gcm(a; b); c) = gcm(a; gcm(b; c)) = gcm(a; b; c)

lcm(lcm(a; b); c) = lcm(a; lcm(b; c)) = lcm(a; b; c)

が成り立つ［2］ので、次々求めていけば所定の結果に到達します。

139ページの TEXソースです。

［2］a = p1
m1 p2

m2 ÅÅÅなどと素因数分解の結果を表示すれば最大や最小が結合法則を満たしているこ
とから示すことができます。
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ì ê
\documentstyle[b5j,bezier]{jarticle}
\begin{document}
\unitlength=1mm \label{bezier}
\begin{picture}(106,106)
\linethickness{0.9mm}
\bezier{1000}(3,3)(53,3)(103,103)
\linethickness{0.5mm}
\put(3,3){\line(0,1){100}}
\put(3,3){\line(1,0){100}}
\put(103,3){\line(0,1){100}}
\put(3,103){\line(1,0){100}}
\linethickness{0.1mm}
\multiput(3,13)(0,10){9}{\line(1,0){100}}
\multiput(13,3)(10,0){9}{\line(0,1){100}}
\end{picture}
\end{document}í ë
　

【　問題　】

1. 内積の計算として、j →a Ä →
b j2 を計算してみましょう。これが余弦定理に相当

することを確かめてください。

2. 矢線としてベクトルを定義した場合、加法と内積での分配法則が成り立つこと

を説明するには、厳密には三垂線の定理が必要となります。どこで必要になり

ますか？

3. A; Bが２次正方行列のとき、(A + B)2 を計算してください。

一般に、(A + B)n は、係数がすべて１の 2n個の項になります。A; B が可

換［3］いくつかの同類項が生じますが、それの個数を考えることによって二項

定理を得ます。同様に多項定理を考えることができます。例えば、a; b; c が実

数の値をもつ文字で、(a + b + c)5を展開したときの a2bc2の係数は何でしょ

うか？

4. 関数の合成を演算としてみて下記の２つの関数をその要素として含む演算表

を作ってみましょう。演算の結果をまた要素として含むもののうち要素の数が

［3］AB = BAが成り立つこと。
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最小であるものの要素を全部あげてください。

f1(x) =
1

x
; f2(x) = 1 Ä x

5. 四元数について調べてみましょう。実数部分が 0 である２つの四元数の積の

実数部分は、もとの四元数に対応する３次元ベクトルの内積で、虚数部分は外

積に一致します。

6. 正の実数に対して「２つの数の大きいほうを採る」を加法、「普通の意味の加

法」を乗法とする変わった演算について注の文献を調べてみましょう［4］。

7. スピログラフ［5］について、調べてみてください。

［4］鉄道の最短経路などに有用な応用がある。森口繁一,1978『応用数学夜話』（日科技連）第１８話
［5］例えば上掲の『数学の窓の開けかた』pp.18-23
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いろいろな音律ì ê
古来、純正律は和音のきれいな調律法として知られていた。これは音の周波数
が比較的簡単な整数比となるので、きれいに響くのである。もっとも古代では
周波数を測る手だてはなかったが、弦の長さに反比例するものとして観測可能
であった。

階名 ド レ ミ ファ ソ ラ シ ド

周波数の比 1
9

8

5

4

4

3

3

2

5

3

15

8
2

しかし。これでは（ドとレ）の間の周波数の比に比べて、（レとミ）の間の周
波数の比が狭すぎて、移調することができない楽器となってしまう。そこでピ
タゴラスは、全音の間は、８：９と一定にして、半音となっている（ミとファ）
（シとド）を互いに同じ比ではあるが、少し狭めにとる調律法を考案した。これ
をピタゴラス音階という。しかし、これは、ドとミの和音の響きがかなりきた
なくなってしまう。
そこで、全音をちょうど半音の 2倍の広さにとって、１オクターブを 12等分し
たものを半音とする調律法が考案される。これを平均率という。この平均率の
成立に関しては、注目すべき研究があるが、ここではこの 3者の下のドを周波
数比の基準 1.000としたときのそれぞれの周波数にあたる比の値を比較してみ
よう。
なお、2

1
12 を連分数表示したときの、第１次近似分数は、［1,8］すなわち、

9

8
に一致する。í ë
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Chapter8

数の拡張

8.1 自然数とは何か

19世紀末には、数学の基礎付けがはやりました。ヒルベルトが『幾何学の基礎』

(1899)をあらわし、デデキントの『数とは何か』(1888)、ペアノの『数の概念につ

いて』(1891)［1］が出ています。ヒルベルトはユークリッド幾何で「点・直線・平面」

を定義していたのを改めて、「次の公理を満たすもの」として一連の公理を述べるこ

とによって定義に変えたのです。いわゆる「無定義術語」として扱った訳ですが、こ

の体系によれば、普通の意味での「点」ではなくても公理さえ満たしていれば、同

じ性質が得られます。例えば、「点」を「平面」に、「平面」を「点」に読みかえたと

しても公理は成り立つので、例えば、「チェバの定理」と「メネラウスの定理」のよ

うに互いに双対性があるものは、一方が成り立てば他方も成り立つことがわかりま

す。また、「点」を３つの実数の組、「直線」を２つの三元連立一次方程式、「平面」

を三元一次方程式を読みかえるのは、解析幾何に他なりません。このように公理を

満たしていればその対象が全く別のものであっても結果が応用できることになりま

す。このような目的で公理にさかのぼってもとになる前提がどのようなものかはっ

きりようとする考え方を「公理主義」と呼ぶことがあります。この主義はともする

と「記号化された数学を対象とし記号式の運用によって無矛盾性の証明を導こうと

する」［2］という「形式主義」になります。

［1］共立出版が『現代数学の系譜』と題したシリーズで翻訳を出しています。
［2］村田　全他,1975『数学史』（筑摩書房　数学講座 18）p.510
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ところで、前の章で「交換法則」「結合法則」「分配法則」などが出てきましたが、

これらの「法則」は「定理」なのでしょうか「公理」なのでしょうか。実は自然数

の加法と乗法に関しては、次のペアノの公理から導かれる定理であるのです。

　　　 (1)　１は自然数である。

　　　 (2)　 aが自然数ならば、aの後者 a0も自然数である。

　　　 (3)　１はどの自然数の後者とはならない。

　　　 (4)　 a0 = b0　⇒　 a = b。

　　　 (5)　集合Kが１を含み、その任意の要素 xとともにその後者 x0を含む

　　　　　ならば、Kはすべての自然数を含む。

彼は敢えて要約すれば、数学的帰納法［3］が成り立つものとして自然数を定義したの

です。

8.2 演算について閉じていること

自然数Nは減法について閉じていませんから、

Z = fm Ä njm 2 N ; n 2 N g

と整数へ数を拡張し、さらに除法についても閉じたものとして、

Q = fm

n
jm 2 Z; n 2 N g

と有理数へと数を拡張しています。しかし、二次方程式の解を考えるのにはそれで

も不十分であって、例えば
p

2; ôなどのように有理数ではないものも存在しています

し、さらには複素数を考える必要もありました。しかし、ガウスの代数学基本定理

によれば、二次方程式のために拡張した数の体系は、より高次の代数方程式にとっ

ても十分で、n次方程式には、重複度を考慮に入れれば複素数の範囲で n個の解を

持ちます。

以下、記述を簡潔にするために問題の形で記します。

［3］17世紀のパスカルに明確に意識されていたと、上掲書の p.222,p.492 にあります。
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1. 自然数が加法、乗法について閉じていることを利用して、５の倍数［4］

N5 = f5njn 2 N g も加法、乗法について閉じていることを示せ。

2. 前問の N5 について、m 62 N5; n 62 N5であるにもかかわらず、m + n 2 N5 と

なる、m; n の例を１組あげよ。

3. 本文中に述べたように整数を定義する。0 が整数の集合の要素として含まれて

いることを示せ。また、n が自然数のときにÄnが整数であることを示せ。

4. 整数が加法について閉じていることを示せ。また、有理数が加法について閉じ

ていることを示せ。

5. x2 = 2の解のうち正のものを
p

2とかく。これが、有理数ではないことを示せ。

6. m; n が整数で、m + n
p

2 = 0 のとき、m = n = 0であることを示せ。

7. fm + n
p

2jm 2 Z; n 2 Zg の要素 x; y を考える。x = a + b
p

2で、

x + y 2 Q; xy 2 Qであるという。yを a; bを用いてあらわせ［5］。

8.3 正負の数

マイナスの数は中１で導入されます。形式主義の立場からすれば、公理が無矛盾

であればいいのですが、中１にあまり抽象的なことを教えるのは考えものですし、

そのような概念がどのような場面で使われるかを示すという意味で、現実世界で対

応するものとの関連を強調したいところです。マイナスとマイナスの積はなぜプラ

スになるかという議論はよく話題にのぼりますが、いくつかの例を次の文献で調べ

てみてください。

・野崎昭弘,1980『逆説論理学』（中公新書）

・野崎昭弘（監修）,1995『数学の窓の開けかた』（東京書籍）pp.66-69

［4］個人的な経験で恐縮ですが、イデアルって倍数の概念の抽象化だと聞いてなあんだと思ったことが
あります。あの定義の羅列をみて倍数をイメージできる人はすごいと思います。
［5］このような y を xの共役数という。分母の有理化などに使われる。
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私は、普通次のように教えています。

・（－２）×（－３）という式を立てなければならないような文章題を考えなさい。

・その文章題をマイナスを使わないで言い換えなさい。

・その文章題を解きなさい。

・では、もとの文章題の答えは何ですか？

でもときどき、このような奇妙なことを考えてくれる生徒がいます。

正田先生は、（－３）人の女性と浮気をして、それぞれの女性は（－

２）人の子どもを産みました。さて正田先生は何人の子持ちになったで

しょう？

マイナスを考えることのできる量のレパートリーは実は限られているのです。基準

になるものを考えて、それよりも多い少ない。プラスの方向を考えて、東をプラス

にするなら西がマイナス。その時間より後をプラスにするなら、前がマイナス。

このことは、ベクトルの内積の定義を現実世界との関連で考えるときにより顕著

にあらわれますし、外積となると、電磁気学の電流、磁束密度、力が唯一と言って

いいほどの例になります。

しかし、例が少ないから困ると言うことではなくて、定義の内容が生徒にとって

しっくりくること。言い換えればともすると天下りになりやすい数学の定義を、そ

の必然性をこのような実例から理解させることが大切だと思います。また、教科書

に出ている実例をひとつだけではなくて、他の例を考えさせることも理解をより堅

固なものとすることに有効でしょう。

8.4 代数和をめぐって

「Ä」は、次の３通りの意味があります。
・減算をあらわす記号。

・数の符号。

・数の符号をかえる（反数をとる）演算子。

この異なる３つを同じ記号にしているので、計算がスムーズに行なえるのですが、

この３つが同じと解釈できることを中１で示すことになります。教科書ではどのよ

うな手順でそれを示そうとしているのか調べて、その段階に応じて不注意な混同を
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避けるようにしないと混乱してしまいます。敢えて違う符号を使って区別しておい

て、両者が一致することを示すことが良い場合もあるでしょう。

例えば、マイナスの数を導入した当初は、出てくる数すべてに（＋５）,（－２）

などと括弧をつけて必ず符号を記すようにします。中には、
＋
５ ,

－
２ などと違っ

た表しかたをして、

（＋５）－（－２）が、（＋５）＋（＋２）に等しい。

ことを示している本もあります。

分配法則などを用いて（マイナス）×（マイナス）が（プラス）になることを示

すには、マイナス１倍するという係数（－１）が省略された、－と、反数をとる演

算子とを区別する必要があります。後者を［　］であらわすと、

（－２）×（－３）＝（＋２）×（＋３）

は次のように記せます。

　　　（－２）×（－３）＋（－２）×（＋３）

　　＝（－２）×（－３）＋（－２）×［（－３）］

分配法則によって

　　＝（－２）× f（－３）＋［（－３）］g
反数の性質によって

　　＝（－２）×０　＝　０

よって、（－２）×（－３）＝［（－２）×（＋３）］。

同様に、（－２）×（＋３）＝［（＋２）×（＋３）］。

上の２式より、（－２）×（－３）＝［［（＋２）×（＋３）］］

　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　（＋２）×（＋３）

もっとも、このような説明が中１にすんなり理解できるかどうかは疑問ですが・・・・・・。
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8.5 端数の処理

古代エジプトでは、１よりも小さい端数を単位分数［6］の和としてあらわしました。

例えば、

2

3
を、

1

2
+

1

6

のようにあらわすのです。これは、端数がでたら、
1

2
よりも大きいか小さいか調べ

て、大きいならば、
1

2
と記し、あらわしたい数と記したものとの差をまた端数とし

て考える、次にこの端数が
1

3
よりも大きいか小さいか調べて・・・・・・というアルゴリ

ズムによって一意的に定めることができますし、無限調和数列は発散するので、ど

のような数でもあらわすことができそうだということがわかります。

一方、バビロニアでは、60進法による小数で端数をあらわしていました。これは、

時間や角の大きさの、「分」「秒」にも残っています。西洋での 10進法による小数は、

1585年のシモン・ステヴィンを待たなければなりません［7］。デカルトが生まれたの

が 1596年ですから、両者はかなり近接していると言えるでしょう。中国では、「分」

「厘」「毛」などの位の名称を付けて 10進法の小数を扱うことは、『九章算術』［8］の

昔にさかのぼることができます。

実数のそれを越えない整数のうちで最大のものを整数部分といい、xの整数部分

を、［x］とあらわします。また、整数部分との差、すなわち１未満の端数を小数部

分と言います。次のようなアルゴリズムを考えてみましょう。ある正の実数 xの小

数部分の逆数を考えます。これは、１を越えていますから、この逆数も整数部分と

小数部分に分けることができます。さらにこの小数部分の逆数を考えるのです。例

［6］分子が１の分数。
［7］大矢真一,片野善一郎,1978『数字と数学記号の歴史』（裳華房）pp.34-39
中村幸四郎,1981『数学史|{形成の立場から』（共立全書）pp.191-195
［8］中央公論社の『世界の名著』に翻訳が収められている。
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えば、
113

355
は次のように処理されます。

355

113
= 3 +

16

113

= 3 +
1

113

16

= 3 +
1

7 +
1

16

このような、分子がことごとく１の繁分数を連分数と呼ぶことがありますが、いろ

いろな面白い性質が知られています。

・有理数は有限の連分数であらわすことができる。（ユークリッドの互除法を思い出

しましょう。）

・近似の深さを高めるにつれて振動しながら近付く。

・有理数係数の二次方程式の解のうち無理数のものの絶対値は循環連分数であらわ

すことができる。（整数論におけるガロアの業績です）

また、平方根の一部では比較的容易にその連分数展開が得られるものがありま

す［9］。

［9］前掲の『数学の窓の開けかた』pp.87-91
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【　問題　】 連分数 a +
1

b +
1

c + ÅÅÅ
を ［a; b; c; ÅÅÅ］などとあらわし、

u0 = 2; u1 =［2; 4］; u2 =［2; 4; 4］，ÅÅÅなる数列 fungを考える。次の問いに答えよ。

1. un+1 =
aun + b

cun + d
を満たすA =

†
a b

c d

!
を求めよ。

2. 前問のAについて、Anの各成分を nの式であらわせ。

3. f(x) =
ax + b

cx + d
;　　 g(x) =

px + q

rx + s
に対して

†
a0 b0

c0 d0

!
=

†
a b

c d

! †
p q

r s

!
である

†
a0 b0

c0 d0

!
を考えると、f(g(x)) =

a0x + b0

c0x + d0 となることを示せ。

4. un の一般項を求めよ。
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Chapter9

文章題と量的関係

9.1 代数学の３つの段階

例えば、次の文章題を解くことを考えてみましょう［1］。

A,B 2つの容器に水が入っている。まず、A から B に、B にはいっ

ていたのと同量の水を移し入れ、次に B から A に、A に残っているの

と同量の水を移し入れ、さらに A から B に、そのとき B に入っていた

のと同量の水を移し入れた結果 A も B 水の量はともに、8`ずつになっ

た。はじめに A,B にはそれぞれ何 `の水が入っていたか。

まず、文章全体を読んで全体を覚えられるかどうか自信がありませんね。最後の「入っ

ていたか。」を読むことには初めの部分が頭の中から逃げ出している感じです。こん

なときにはメモをとりながら読みますよね。書いてある情報を必要な部分だけ圧縮

して整理するのです。

このようなときに、代数の「文字でおく」という手法は威力を発揮するでしょう。

ネッセルマンは代数学の発展に、言語的，省略的，記号的の３つの段階を区別する

ことができると指摘しています［2］。反面、文章題から式を立てることはかなり難し

いことです。いきなり、簡潔な方程式を作ろうと思わずに、気軽なメモを言語的で

も省略的でも作ってみるとよいのではないでしょうか。

［1］中島　孝（監修）,1984『中学生の数学（数量編）改訂版』（槙書店）
［2］中村幸四郎,1981『数学史』（共立全書）p.83
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式に直した部分（参考） A B
A,B 2 つの容器に水が入っ

ている。 a b
まず、A から B に、B には

いっていたのと同量の水を移

し入れ、
　 a Ä b 2b
次に Bから Aに、Aに残っ

ているのと同量の水を移し

入れ、
　 2(a Ä b) 2b Ä (a Ä b)
さらに A から B に、その

とき B に入っていたのと同

量の水を移し入れた結果
　 2(a Ä b) Ä f2b Ä (a Ä b)g 2f2b Ä (a Ä b)g
A も B 水の量はともに、8`

ずつになった。

この場合は、とりあえず「容器」である必要はなく、A,B の場所さえあればいい

ので、表に A,B の場所を作って置きましょう。また、いろいろと出し入れをしてい

るので、手順のそれぞれに分けてどのようになっていったか記しておきます。

そして、長い文章を相手にするときには、どこを式に直したかはっきりさせてお

くと、まだ式に直していない部分を知ることができます。つまり、その部分を式に

あらわせるように努力すればいいのです。

まず、何を聞かれているかに注目すると、「はじめに A,B にはそれぞれ何 `の水

が入っていたか。」とあるので、初めにそれぞれ、a`,b` の水が入っていたとおきま

す。上の表のようにまとめることができれば、(
2(a Ä b) Ä f2b Ä (a Ä b)g = 8

2f2b Ä (a Ä b)g = 8

のように式をたてることができるでしょう。

9.2 公式の３つの量

小学校では、次の３つの公式が出てきます。

・（道のり）＝（速さ）×（時間）
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・（速さ）＝（道のり）÷（時間）

・（時間）＝（道のり）÷（速さ）

しかし、中学校では等式の性質を用いて第１のものから他のものを導くことができ

るので、１つだけを覚えていればいいのです。

再び代数の問題例を考えてみましょう。

ある人が毎時 4 kmの速さで山に登り、下りは毎時 6 kmの速さで登

りのときよりも 3 km 遠い道を通って帰り、往復に 5 時間半かかった。

歩いた距離は全部で何 km か。ただし休んだ時間は考えない。

出てくるものは、往きと帰りと２つあります。それぞれにわけて考えるために表を

書いてみましょう。

　　 道のり 速さ 時間
往き ？ 4km ？
帰り ？ 6km ？

前半だけ読んだだけではわからないことだらけですが、どれかを？ではなくて、

未知数とすれば状況は進展します。「往復に 5 時間半かかった」とあるので、かかっ

た時間をそれぞれ x時間、y時間とおいてみましょう。

　　 道のり 速さ 時間
往き（登り） 4x 4km x
帰り（下り） 6y 6km y

この表にまだあらわしていない部分は、

1. 下りは・・・・・・登りのときよりも 3km 遠い。

2. 往復に 5 時間半かかった。

ですが、ここまでの情報で式にあらわすことができるでしょう。(
6y = 4x + 3

x + y = 5:5

ところで、「歩いた距離は全部で」とあるので、登りの道のりを x km をおいてみ

ましょう。「登りのときよりも 3 km 遠い」とありますから、下りの道のりは x + 3

km となります。
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・（道のり）＝（速さ）×（時間）

ですので、

　　 x = 4×（往きにかかった時間）

　　 x + 3 = 6×（帰りにかかった時間）

となります。これで、分数係数の方程式として「往復に 5 時間半かかった」をあら

わすことができます。

9.3 多次元量

上の解法では、文字 x をおいてから方程式を立てるまでに表をかいて情報を整理

してみました。表にかくと ２×２ ですが、４つをそのままみているのとは頭の中

の負荷が違うように思います。しかし、学習者の立場にたてばこのような表の形は、

言われてみないと、つまり実際に整理されたものをみてからではないと、発想とし

て生まれにくいものです。

例えば、次のような文章題［3］を考えてみましょう。

Ａ，Ｂ２種類の油があります。Ａの単価は a11円/`、密度は a21kg/`、

Bの単価は a12円/`、密度は a22 です。今、Ａの油を x1`、Ｂの油を x2`

買ったので値段の合計は b1円、重さの合計は b2kg になりました。

この情報を表にまとめると、

　　 Ａ Ｂ 合計
単価 a11 a12 b1

密度 a21 a22 b2

　　となりますが、これは多次元の乗法、

†
a11 a12

a21 a22

! †
x1

x2

!
=

†
b1

b2

!
に他なりません。そして、『量の授業』によれば［4］、「構造表にまとめて問題を出す

と、立式はかなりよくできます。しかし、構造表にまとめないで文章で問題をだす

［3］前掲『量の授業』中学校編 p.54
［4］p.55
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と、20％～30％立式の正答率がさがります。このことは多次元の量の構造がつかめ

ていないことに原因がある」とされています。

ここでいう構造表は長い文章を読むための助けになることは事実でしょう。しか

しそれ以上に、文章題のタイプにはいろいろなものがあるものの、このような多次

元量の枠組みで情報を整理することが有用なものが多いようです。

9.4 量の種類と量の理解

また文章題の例から始めます。

４トン積みの大型トラックと２トン積みの小型トラックがあります。

この２種類のトラックで合計８回、26トンの荷物を運びました。それぞ

れのトラックは何回運びましたか。

未知数は運んだ回数にしましょう。大型が x回、小型が y回運んだとします。うっ

かりすると「合計８回」というところを読み落としかねませんが、回数そのものも

重要な量として考えると、次の表にまとめることができるでしょう。

　　 １台の積載量 回数 運んだ量
大型 ４［t/台］ x［台］ 4x［t］
小型 ２［t/台］ y［台］ 2y［t］
合計 　　 ８［台］ 26［t］

式としては、この表を縦にみて、

(
x + y = 8

4x + 2y = 26
　　となります。これを行列で

あらわすと、 †
1 1

4 2

! †
x

y

!
=

†
8

26

!
となりますが、表と行列の縦横が入れ替わっていることに気付きます。１台を動か

すと大型、小型ともに１回に数えるという自明な量を考えているのですが、表での

整理が行列そのものをあらわすとは限りません。

中学校では、中１で一元、中２で二元のものを扱って、中３では簡単な因数分解と

二次方程式の解の公式という教材の大体の棲み分けがあります。文字が生徒にとっ

て把握しにくいので、２種類のものを扱うなんてとんでもないという主張は理解で
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きます。このような問題が、中１にでてくる場合もあります。実際、立式ができれ

ば、x + y = 8 ですから、y の代りに (8 Ä x) とかけばいいのですから、１元で扱う

ことができそうです。しかし、問題は立式ができにくいということです。表の合計

の欄からの推論とか、省略代数のように言葉を使った公式で考えるとかもできるで

しょう。しかし、無理に一元方程式の応用に詰め込まないで、中２で二元が扱える

ようになって、さらに一次関数の指導のなかで、量の関係を充分把握できてから統

合的に扱う方が効率が良い場合もあるでしょう。

9.5 内包量と外延量

このように多次元量の乗法というとらえかたをすると、掛け算が立式の重要な要

素になることがわかります。加法は、同種の物の合併、追加、増加などの計算です

が、乗法はある量とある量とを掛けることによって普通異種の量が生まれます。

微積分を局所正比例として、乗法・除法の拡張ととらえる立場から、量について

次のような分類がなされています。ある点での強さをあらわす「内包量」と、考察

する範囲の大きさを示す「外延量」との積によって、考察する範囲全体が持つ「外

延量」があらわされます。ある点とは、時間的流れの中での「点」であったり、空

間的な点であったりするので、内包量は、

　　 存在型 位差型
空間 密度 勾配
時間 流量 速度

などと分類することができますが、何が存在するのか、何の差を考えるのかによっ

て量にはかなりのレパートリーがあることになります。トラックで荷物を運ぶ問題

で、４［t/台］と２［t/台］との合計を考えませんでしたが、これらは内包量であっ

て、外延量が合併によって加法的な変化をするのです。「計量法」には 70 の量があ

げられているとのことです［5］

以前、松江農林高等学校にお勤めであった森脇　均先生から次のようなよいお話

をうかがったことがあります。農業科の先生が、「うちの生徒は農薬の混ぜかたさえ

［5］銀林　浩,1975『量の世界』（麦書房）p.17
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も知らない。危なくってしかたがない。いったい数学の先生はしっかり授業をして

いるのか。」と数学の先生である森脇先生に問われたそうです。数学の学力の現状に

ついてかなり率直に話をされ、決して数学科が手を抜いている訳ではないことを具

体的に説明されたそうです。それから農業科の先生と森脇先生たちは、総合的な取

り組みを始められることになります。

確かに、濃度の問題は式を立てるのが難しい問題とされています。

（濃度）×（溶液の重さ）＝（溶質の量）

を暗記させることは、比較的やさしいかも知れませんが、それが適用できない。あ

れっ？掛け算だっけ割り算だっけ？そもそも、濃度ってものが実感のわかないとら

えにくい量であるようです。

少し脱線になりますが、温度について考えてみましょう。「水の融点を０度、沸点

を 100度としてその間を等間隔でわけたもの」という知識だけで、温度をわかった

ことになるのでしょうか。「ひゃあ、暑いと思ったらきょうは 35度もある。」とか、

「昨日、うちの息子が 40度の熱をだしてね」とかを理解するためには、「日本では最

高気温が 30度を超えた日のことを真夏日といって暑い日としている。」とか、「人

間の体温は大体、36.5度前後で、37度を超えると病気であって、39度を超えるこ

とはめったにない。」などの知識が必要でしょう。つまり、数値からその実感をつか

まえることが必要です。もうひとつ例をあげれば、速度です。時速 30kmとは、ス

クータの法律で規制されている速度で、主要国道での自動車は普通 60kmに規制さ

れていて、高速道路では 100km、これは、在来線の特急の・・・・などという典型的な

速度との比較で時速の話を聞くのであって、野茂の直球の速さを、「１時間それがそ

のまま飛んだとすると東京から」などとは考えないのです。

松江農林高校には、いろいろな計測器があります。比重計、糖度計などなど。そ

れらを使ってその量の実感を得ることを量に関する学習に取り入れて、その中から

乗法、除法を使って量を導いたり、比較をすることができることを実際の活動との

関連で示していったのでした。

　

【　問題　】 本文中の数値で答えの出る問題を解いて見てください。
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Chapter10

論証と図の役割

10.1 小学校と中学校の図形

中学校の図形領域は、円周角の定理と三平方の定理を別にして、小学校での算数

の内容と重複が多いように思います。図形領域のことを「幾何」ということがあり

ます。この言葉は、図形的な内容とともに、その論理体系の学習というニュアンス

があるように思います。「学問としての数学を単なる日常的技術知としての数学から

区別せしめ、これを普遍的知識たらしめるものは証明的方法にある。」［1］と述べら

れていますが、まさしく中学校での図形的内容、すなわち幾何の目標とも言えるで

しょう。

van Hiele は次の段階を考えています。

０：提示された図形をみて「正方形」などのその図形の名前をいったり、２本の棒

を平行にするなどの操作をしたりする。

１：図形を構成している要素を観察することによって、その性質を発見する。

２：図形の性質をインフォーマルな理由付けによって、論理的に関係付ける。

３：演繹的な証明を行なう。

４：他の公理系についての理解をする。
［2］おおむね、小学校での活動は、１のレベルまでであったのに対し、中学校では３

［1］下村寅太郎,1941『科学史の哲学』（復初文庫・評論社）の、「三　数学の形而上学的系譜、一 ポリス
に於ける数学の成立」
［2］D.Fuys,et al.,1988"The van Hiele Model of Thinking in Geometry among Adoles-
cents"(N.C.T.M. J.R.M.E.Monograph No.3)
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のレベルが子どもの活動に含まれることを目指すものと言えるでしょう。ですから、

中学校の１年での幾何は、２のレベルを含み得るような経験が必要となります。

しかし、生徒にとっては「事実」によって既習未習の区別をしているので、例え

ば「四角形の分類とその性質」などは、小学校で聞いたことのあることとなります。

ですから、中学校でそれを教えられても単に小学校での復習としか思われないとい

う恐れがあります。それも四角形の性質というのは、１年の内容ではなくて中２の

内容なのです。

10.2 ピアジェの発達心理学

このように小学校と中学校とで区別がなされている根拠を発達心理から大略をみ

ておきましょう。Piaget［3］は発達の時期を大きく４つにわけています。

1. 感覚運動的知能　生後２年目くらいまでの言語を初めとする象徴による表現

や思考ができない時期。

2. 前概念的思考　保存の概念が得られていない時期で、領域によっても違います

が、物質量では早く、重さ体積では遅めになりますが、だいたい小学校の前半

に保存の概念を得るようになります。また、理由付けの意図はみられるものの

一貫性がないという特徴もあります。例えばこんなインタビューがなされるで

しょう。五円玉と十円玉を子どもに見せながら、実験者：『どうして五円玉は

水に沈むの？』，子ども：「穴があいているから」，『じゃあ、十円玉はなぜ水

に沈むの？』，「穴があいていないから」

3. 具体的操作　目の前にあらわれているものに関する推論が可能になります。例

えば数個のおもりを重さの順に並べたりすることができます。

4. 形式的思考　知能検査に「昨日汽車が衝突しました。しかしあまり重大な事故

ではありませんでした。48人が死んだだけです。」の不合理なことを指摘させ

たり、文章の中の目の前にはいない太郎、花子、次郎について、「太郎は次郎

よりも背が高い。花子は次郎よりも背が低い。一番背が高いのは？」と判断す

［3］ジャン・ピアジェ,1947/波多野完治,滝沢武久,1967『知能の心理学』（みすず書房）pp.233-285
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るような推論がありますが、こんな問題ができること、形式的思考ができるよ

うになるのは 11歳以降のことです。

年齢に応じて知的活動の水準がだいたい上に紹介したように変化していることが

指摘されるのですが、これは個人差のあることで、例えば形式的操作は、11・12歳

ごろから 14・15歳ごろにかけて一応ととのうとされています。

もっとも、教育と発達の関わりに関しては、発達のための準備（readiness）がと

とのわないと教育は不可能であるという見解から、むしろ教育が発達の「最近接領

域」［4］で行なわれるならば、発達を促進するという立場もあります。

推論の方法を教えるのに中学校の生徒は面白い対象であると言えるでしょう。

10.3 日本での幾何の扱い

明治以降の中学校での幾何の扱いをみる際に注意が必要なのは、中学校が義務教

育ではなかったということです。あとの章で見るように 1886年の「中学教授要目」

では、中１に「幾何初歩」が割り当てられていましたが、1902（明治 35）年の中学

教授要目改訂で、幾何初歩は廃され、幾何は中３からとなります。1931（昭和６）年

の要目では１年に幾何が「立体の観察測定、平面の作図、模型の作製などによりて

空間に関する観念を明瞭にし、かつ後学年における学習の基礎たらしめんことを力

むべし」（その要目の注意）と配置されます。戦時中・占領下の時期を隔てて、この

趣旨は昭和 30年代以降今日に至るまでの、学習指導要領における幾何についての基

本的な枠組みとなっています。

その細かな内容は、小学校の内容との出入りがあるものの、中１の幾何では、立

体の模型の作製、観察と、平面図形の作図などが行なわれています。それは紙を折っ

たりの操作を中心としとしながら、中２以降の論証の基礎となるような作図や三角

形の決定条件などが扱われるのです。確かにこのような経験がなければ、「其論ずる

所の事物に付て、生徒の思想未だ明了ならず」［5］という心配はあるでしょう。しか

し、これがあることによって、論理体系・証明的方法の導入に十分な資質を子ども

［4］ヴィゴツキー,1934/柴田義松訳,1962『思考と言語（下）』（明治図書）pp.58-95
［5］1886年の中学校教授要目への注意
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に保証しえているかどうかは少し疑問です［6］。

10.4 幾何の図

では、幾何の論証についてみてみましょう。初等幾何での論証は、「図を書いて、

ある程度、図に頼りながら論理を進めていく」［7］という特徴があります。代数には文

字という代表元をあらわせる武器があるのですが、幾何では図がそれに当たります。

もともと、「一般の三角形」などというものはどこにも実在するもの

ではなく、概念にすぎない。・・・・・・それは特殊性の意識されないものでな

くてはならない［8］。

もっとも図には「まわり向き」「側」という泣きどころがあって、それは Pasch［9］

が指摘したように公理として扱われるべき性質だったのです。

また、「一辺ＢＣを共有する２つの平行四辺形ＡＢＣＤとＢＥＦＣとがある。」の

図として、３点Ａ，Ｂ，Ｅが一直線上にあるような図を書いてしまう間違えがおこ

ることが指摘されています［10］。一般の図としてかいたつもりで間違えをおかす例

と言えるでしょう。

実は、幾何の証明に図は必要ないのです。例えば次の問題を考えてみましょう。ì ê
ＡＢ＝ＡＣである二等辺三角形の底辺ＢＣの中点をＭとする。ＡＭとＢＣはた
がいに直交する。í ë

この問題に図がついていません。しかし、無いままでは考えが進みませんから適当

な図をかいてみましょう。さて、どんな図をかきましたか？横長の三角形を書いた

人もいれば、のっぽな三角形をかいた人もいるでしょう。さすがに正三角形だと二

等辺三角形の一種ではありますが「一般の図」とは言えないので、それは書きなお

しましょう。ひょっとしてへそまがりな人は、対称軸を鉛直には書かなかったかもし

れませんね、三角形の頂点に名前をＡ，Ｂ，Ｃと振って、線分ＢＣの中点を定規で

［6］正田,1996「中１幾何の授業構想」（『教育方法学研究』第 22巻）
［7］栗田　稔,1981『幾何』（教職数学シリーズ　共立出版）p.14)
［8］前掲書 p.15
［9］杉山吉茂,1986『公理的方法に基づく算数・数学の学習指導』（東洋館出版社）p.51
［10］小関熙純 編著,1987『図形の論証指導』（明治図書）p.66
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はかって長さを半分にするでも、コンパスを使ってでもとって、Ｍと書きます。Ａ

Ｍを結んで、角ＡＭＢの大きさをはかってみましょう。あら不思議、いろいろな種

類の図がかけるはずなのに、どの図でも角ＡＭＢの大きさは、90度になりそうなの

です。仮定として述べられた条件を満たす図であるならばどのようなものでも結論

が成り立っているはずです。

つまり、この命題はどんな図をかいたかによらない普遍性をもつ性質を述べてい

るのです。しかし、証明をかかなければ答案とは言えませんね。そこで、答案を作

るために図に記号を書き入れながら考えていきます。

代数と幾何の答案の違いは、代数の答案は書きながら答えがわかってくるのです

が、幾何の証明は、なぜ成り立つのかがわかってからでないと答案が書き始められ

ないことにあります。逆に言えば、証明を書き始める前に図をもとに考えて、なぜこ

の命題が成り立つのかわかる段階を大切にしたいものです。なお、この図には、図

がそうであるかよりも、どのような条件でかいたかを示す記号を記し、推論によっ

て得られる条件を書き加えていきます。結論はそれらと区別するために、「？」を付

して記しておきます。

もっとも、この問題は図をまじめに定規とコンパスでかくと証明するべき条件が

既に出てしまうのであまりいい問題とは思えませんが・・・・・。

10.5 幾何の証明

さて、これまでに図を使った推論でＡＭとＢＣが直交することを見てきましたが、

この図だけでは証明とは言えません。図では４つのコマにわけて推論の過程を追っ

ていますが、１つの図で間に合わせるのが普通で、そうなるとどのような順序で考

えたのかわかりにくく、上から順に読んでいけば意味が通じるという答案の条件を

満足していません。

例えば、次のようになるでしょう。

　　　仮定より　　ＡＢ＝ＡＣ・・・・・・(1)

　　　仮定より　　ＢＭ＝ＣＭ・・・・・・(2)

　　　△ＡＭＢと△ＡＭＣにおいて

　　　　　　　　　ＡＭ　共通・・・・・・(3)
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図 10.1: 幾何の証明と図
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　　　 (1)(2)(3)より三辺合同なので、

　　　　　　　　△ＡＭＢë△ＡＭＣ
　　　　　　　　∠ＡＭＢ＝∠ＡＭＣ・・・・・・(4)

　　　Ｂ，Ｍ，Ｃは同一直線上にあるので、

　　　　　　∠ＡＭＢ＋∠ＡＭＣ＝ 180°・・・・・・(5)

　　　 (4)(5)より

　　　　　　　　∠ＡＭＢ＝ 90°　　　　　　∴　ＡＭ?ＢＣ
これは、いまかいた図に関して成立していることはもちろん、他の図でも成り立ち

ます。図に依存しない普遍的な性質について述べているのです。

答案には何を根拠にそれを主張するか、直前の行のみを根拠とするもの以外は明

示する必要があります。その根拠をはっきりさせるために、証明を始める前に、（仮

定）と（結論）を答案に記します。この仮定と結論の識別も幾何の答案の難しさと

して指摘されます。

一般に、命題を「Ｐ)Ｑ」の形にあらわせるとき、Ｐをこの命題の「仮定」Ｑを
結論と言うのですが、必ずしもこの形にあらわすことが容易ではないのです。例え

ば、「ひし形の対角線は、たがいに直交する。」は、四角形について考えているので、

「その四角形はひし形である」)「その四角形の対角線は、たがいに直交する」と
なるのですが、対角線についての記述であると思えば、「その対角線はひし形のであ

る。」)「その対角線はたがいに直交する」となります。また、記述を効率よくする
ために、四角形の頂点にＡＢＣＤと名を付けることが行なわれますが、「ひし形」を

あらわすにも慎重さが必要です。ここでの「ひし形」は「定義」にそって「ＡＢ＝

ＢＣ＝ＣＤ＝ＤＡ」とかかれるべきですが、子どもにとって、（仮定）に「ひし形で

ある」をかくとは、ひし形の性質を羅列することになりやすいのです。

　

【　問題　】

1. ある直線 lに関する対称移動と、他の直線mに関する対称移動との合成は、何

であるか、同一平面上にある２直線の位置関係によって場合分けをして答えて

ください。
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2. 点Ｐを通る定直線 `がある。点Ｐの回りに左回りにíだけ回転することを、「直

線 `に関する対称移動をしてから直線 nに関する対称移動をする」とあらわし

たい。点Ｐを通る直線 nはどのような直線にするべきですか。

3. △ＡＢＣと△ＤＥＦが同じまわり向き［11］で合同なとき、２つの線対称移動の

合成で重ね合わせることができる。

4. 多角形の内角の和について、定理地図［12］をかいてみてください。

5. 星形多角形について前掲の『数学の窓の開けかた』などで調べてください。

［11］ＡＢＣは左回りの順ならＤＥＦも左回り
［12］正田,1996「中１幾何の授業構想」（『教育方法学研究』第 22巻）
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Chapter11

四角形の性質

11.1 四角形の分類

対称移動の合成という観点で、中２の教材である「四角形の性質」を振り返って

みましょう。四角形には線対称のものと、点対称なものとがあります。これについ

て表をかくと次のページ左のようになりますが、これでは長方形とひし形の区別が

つきません。そこでおたがいに区別ができるような特徴をあげて、その個数を書く

ことにすると、次のページ右の表のようになります。

このようにまとめてみても、何も不思議はありません。でも右の表のそれぞれの

欄に入り得る数がどのような可能性があるか考えてみると、

　

点対称の中心 ： ０，１の２通り。
辺の中点を通る対称軸の数 ： ０～２の３通り。

対角線と一致している対称軸の数 ： ０～２の３通り。
たがいに平行な辺の組の数 ： ０～２の３通り。

9>=>; の、2 Ç 33 = 54と

54通りの四角形が考えられます。しかし不思議にも既知の四角形の種類は８種類し

かないのです。

もちろん、平行四辺形であることと点対称であることは同値であるなどの性質が

あるのですが、８種類しかないことは、中２の幾何の授業全体の目標にできるほど

のボリュームのある課題と言えるでしょう。
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ì ê
点： 点対称（の中心の数）。 線： 線対称であるかどうか。
中： 辺の中点を通る対称軸の本数。 対： 対角線と一致している対称軸の数。
平： たがいに平行な辺の組の数。í ë

として、

種類 点 線
正方形 ○ ○
長方形 ○ ○
ひし形 ○ ○
平　行
四辺形 ○ ×

等　脚
台　形 × ○

たこ形 × ○
台　形 × ×
一般の
四角形 × ×

種類 点 中 対 平
正方形 1 2 2 2

長方形 1 2 0 2

ひし形 1 0 2 2
平　行
四辺形 1 0 0 2

等　脚
台　形 0 1 0 1

たこ形 0 0 1 0

台　形 0 0 0 1
一般の
四角形 0 0 0 0

11.2 敷き詰め

四角形の性質として。その形をしたタイルを作れば、それで平面を敷き詰めること

ができるという顕著な性質があります。平面を敷き詰めることができる正多角形は、

３，４，６の３種類しかありませんが、正４角形の「正」に対して“what if not”

を行なった結果はかなり鮮裂です。

敷き詰めることを正確に言えば、重なりや隙間なくぴったりとつけるとなるでしょ

うが、ようするに辺と辺とがぴったり隣のそれと一致して、ある頂点の周りに集ま

る四角形のそれぞれの角の合計が 360°であるのです。実は辺の中点に関する対称

移動をすれば隣の四角形になること、それを２つ合成すると平行移動になることな

どを使って敷き詰められることが証明できます。図は凸四角形についてのものです

が、凹四角形でも敷き詰めることができます。

では、１種類ではなく２種類の正方形を使って敷き詰めることはできるでしょう

か。もちろん２つの辺の長さの比は任意に与えられるとします。これも答えは敷き

詰められるです。
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図 11.1: 凸四角形による平面の敷き詰め
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リンドグレンの方法［1］は裁ちあわせに威力を発揮しますが、上の結果は裁ちあわ

せによる三平方の定理の証明を示唆します。

　

【　問題　】

1. （１）三角形ＡＢＣがＡを通る対称軸を持つことを、合同の記号を使って、

△ＡＢＣ ë△ＡＣＢ

と書くことができます。四角形が点対称であることや、線対称であることはど

のようにあらわすことがでるか。

（２）直線 `を点Ｐに関して対称移動したら、直線 `0となったとき、２直線 `; `0

の関係を、点Ｐと直線 `との関係で場合分けして答えよ。

2. （１）正五角形ＡＢＣＤＥの頂点Ａを通る対称軸に対角線ＢＥと辺ＣＤがとも

に平行であることを利用して、２つの対角線ＢＥ, ＡＤの交点をＸとすると、

四角形ＢＣＤＸがひし形であることを示せ。

（２）正五角形の対角線の長さは、一辺の長さの x倍であるとする。△ＡＸＥ

と△ＢＡＥとが相似であることを利用して、xの値を求めよ。

（３）正５角形の作図法を確かめよ。

　 1)辺ＣＤをとり、その中点をＭとする。

　 2)辺ＣＤの垂直２等分線 `上に、ＭＬ＝ＣＤを満たす点Ｌをとる。

　 3)線分ＣＬの延長上にＬＰ＝ＣＭを満たす点Ｐをとる。

　 4)点Ｃを中心として、点Ｐを通る円をかき、直線 `との交点をＡとする。

　5)点Ｄを中心として点Ｃを通る円と 4)でかいた円との交点をＥとする。（以

下略）

［1］池野信一他,1976『数理パズル』（中公新書）pp.170-176
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図 11.2: 2種類の正方形による敷き詰め
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逆内包量ì ê
陸上競技の新記録はどのような量がとられるでしょうか。100m走は数値が小
さい方が、走り幅飛びは大きい方がとられます。実際、100mを 12.8秒で走る
のよりも、11.3秒で走った方が速いですし、幅飛びで、4mと 6mとでは、6m

の方がいい記録です。
スピードを測るのに古くからいろいろな方法がとられてきています。いまの自
動車には速度計がついていますが、昔の船は速度を測るのにひもを流してある
時間どれだけ流れたかで測ったそうです。プロ野球の球速はスピードガンとい
う機械で測ります。
100mを走るのに何秒かかるかを競うのはそれが比較的測りやすいからでしょ
う。しかし、その数値は、大きければ大きいほど遅くなるのですから、速さを
測るというよりも「遅さ」を測っているのです。実際その走者が秒速何mであ
るかは、

100

x
という式であらわせますから、100m走が何秒であるかを示す数

値は速度に反比例しているといえます。
　Å（道のり）＝（速さ）Ç（時間）
　Å（時間）＝（道のり）Ñ（速さ）
と比較してみると乗法と除法が混合しています。道のりに遅さを掛けると時間
になるのです。このような、内包量の逆数を逆内包量ということがあります。
他の逆内包量の例をあげてみましょう。í ë
電気伝導度と電気抵抗など。ちなみに、抵抗を直列につなぐと流れにくさが足さ

れますが、並列につなぐと流れやすさが足されます。ではコンデンサの静電容量は？

ここの記述に関しては、佐久間修,何森仁「現代対数対話」（数学セミナーリーディ

ングス,1990『新しい高校数学の展望』（日本評論社）を参考にしました。
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Chapter12

ベクトルとパラメータについて

12.1 平行移動をあらわすベクトル

ベクトルは向きと大きさとを持った量で、有向線分でもあらわすことができます。

その線分の始点が違っていても向きと大きさが同じなら２つのベクトルは同じです。

三角形が△ＡＢＣを△Ａ0Ｂ0Ｃ0に移す平行移動は、
Ä!
ＡＡ0 とも、

Ä!
ＢＢ0 とも、

Ä!
ＣＣ0 と

も書けますが、図にかいてみればＡＡ0Ｂ0Ｂが平行四辺形となってあらわれ、向き

と大きさが同じという実感が持てます。ベクトルは平行移動をあらわす量なのです。

もちろん力などの他の量もあらわせますが、ニュートン力学のすごいところは、時

間で微分したり質量との積を考えたりすると、これらが関連のある量であることを

示してしまうことです。

ベクトルとか解析幾何の幾何への応用としてまず教科書によく記されているのは、

図 12.1: 内分点は２つのおもりの釣り合い
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内分点、外分点です。これは何のために学ぶのでしょうか。重さがおもりに比べて

無視できる棒の２点Ａ，Ｂにそれぞれ質量 m,n のおもりをつりさげると２点 n : m

に内分する点で釣りあいます。Ｏという観測点で感じるモーメントは、

(m + n)
Ä!
ＯＰ= m

Ä!
ＯＡ +n

Ä!
ＯＢ

となりますが、これこそ内分点の位置ベクトルに関する公式に他なりません。なお、

滑車などを使って力の向きを逆にすると線分ＡＢを n : m に外分する点で釣りあい

ますが、上の等式の mまたは n の反数としたと思えばいいのです。

三角形の３つの中点の交点のことを重心と言います。物を１点で釣りあわせるこ

とができる点のことも重心と言いますが、前者の幾何学的重心と、後者の力学的重

心とは一致します。均質な棒の力学的重心は、中点です。ある部分は中点から同じ

距離に同じ重さをもつ部分を必ず持ちます。全部の部分は両者が中点で釣りあうよ

うな相手があって、それ以外の部分はないのです。均質な三角形の形をした板をあ

る辺に平行な直線で切って棒にすると、三角形の重さは中線上にのみ分布している

と言えます。Ａを通る中線を考えると、この三角形ＡＢＣの力学的重心は中線ＡＭ

上にあります。同じようにＢを通る中線を考えれば中線ＢＭ上にもあります。力学

的重心は１つのみですから２つの中線の交点です。これは中線ＣＭ上にもあるはず

です。

ところで、三角形の３つの頂点にそれぞれ同じ重さのおもりを吊り下げたときど

こで釣りあうでしょうか。点Ａを通る棒で三角形を釣りあわせるには棒におもりつ

き三角形の力学的重心Ｐがのっている必要があります。この棒とＢＣとの交点をＱ

とすると、ＢＱとＱＣの比はＣ，Ｂに吊り下げられたおもりの重さの比ですから、

ＱはＢＣの中点です。同様にＢＰとＣＡとの交点はＣＡの、ＣＰとＡＢの交点はＡ

Ｂの中点です。この点を三角形の頂点の重心と呼ぶことにすると、三角形の形をし

た板の力学的重心と一致します。

Ｂ，Ｃの２ヵ所についているおもりは、Ｑに合わせて吊り下げても同じ効果を及

ぼします。式で書けば、

　　　　
Ä!
ＯＰ=

Ä!
ＯＡ +

Ä!
ＯＢ +

Ä!
ＯＣ　で、

　　　　
Ä!
ＯＱ=

Ä!
ＯＢ +

Ä!
ＯＣ　なので、

　　　　
Ä!
ＯＰ=

Ä!
ＯＡ +2

Ä!
ＯＱ　となります。
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この結果は、重心は中線を２：１の比に内分することを示しています。

頂点におもりを吊り下げるときにその重さを適当に調整すると、おもりつき三角

形の釣り合いの位置Ｐをいろいろと変えることができます。上にみたように、ＡＰ

とＢＣの交点がどのような比にＢＣを内分するかは、Ｂのおもりの重さ mＢ と、Ｃ

のおもりの重さ mＣ の逆比になり、また三角形の面積の比にも一致します。

△ＡＱＢ：△ＡＱＣ でも、△ＰＱＢ：△ＰＱＣ でもあるので、

△ＰＡＢ：△ＰＣＡ であることがわかります。これから重要な定理、

mＡ：mＢ：mＣ =△ＰＢＣ：△ＰＣＡ：△ＰＡＢ

が得られます。

12.2 斜交座標としてのベクトル

ベクトルは、直交座標に対する斜交座標としての意義があります。具体的な幾何

の証明問題に即して考えてみましょう。

１．３点Ａ（0,3），Ｂ（-2,0），Ｃ（4,0）がある。

(1)△ＡＢＣの重心Ｇの座標を求めよ。 (2
3 ; 1)

(2)△ＡＢＣの外心Ｊの座標を求めよ。 (1; 1
6 )

(3)△ＡＢＣの垂心Ｈの座標を求めよ。 (0; 8
3 )

(4)角Ｂの二等分線を直線ＡＢへの距離と直線ＢＣへの距離が等しい点の軌跡のう

ちの１つであることを利用して求めよ。 (2 +
p

13)y = 3x + 6

(5)角Ｃの二等分線についてはどうか。 x + 3y = 4

(6)この三角形の内接円の半径を求めよ。 11Äp
13

6

(7)この三角形の内心の座標を求めよ。 (Ä3+
p

13
2 ; 11Äp

13
6 )

(8)この三角形の重心、外心、垂心は同一直線上にあるか。

(9)一般の三角形で、重心、外心、垂心は同一直線上にあるか。

２．△ＡＢＣの外心をＯ、重心Ｇ、垂心Ｈとする。

(1)
Ä!
ＯＰ=

Ä!
ＯＡ +

Ä!
ＯＢ +

Ä!
ＯＣ

を満たすＰで、ＡＰ?ＢＣとなることを示せ。
(2)ＯＨはＧによって、１：２の比に内分されることを示せ。
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３． (1)下記のような点Ａ,Ｂ,Ｃ,・・・・・・を順次とり［1］折れ線で結んでみましょう。

Ａ (0; 2); Ｂ (Ä2; 0); Ｃ (Ä4; 0)

Ｄ (Ä4; Ä2); Ｅ (Ä2:5; Ä2); Ｆ (Ä2; Ä3)

Ｇ (Ä1; Ä3); Ｈ (Ä0:5; Ä2); Ｉ (2; Ä2)

Ｊ (2:5; Ä3); Ｋ (3:5; Ä3); Ｌ (4; Ä2)

Ｍ (5; Ä2); Ｎ (5; 0); Ｐ (4; 2)

Ｑ (0; 2)

(2) 前問の各点Ｘ (x; y)に対して、Ｘ0(x Ä y; 2x + 4y)を考える。

点Ａ0;Ｂ0;Ｃ0;・・・・・・を順次結びましょう。

４． Ｏ (0,0),Ａ (2,0),Ｂ (0,2)を頂点として持つ三角形ＯＡＢを考えましょう。こ

れの中線は、y = x;　 y = Ä0:5x + 1;　 y = Ä2x + 2。これらの交点は (2
3 ; 2

3 ) と容

易に出すことができます。(1)線分ＡＢの中点は、(1,1)ですから、三角形の重心は

中線を 2:1に内分することを証明したことにはなりますか。

このひとつの三角形で性質を確かめただけでは、どの三角形でも成り立つとは言えないのです。しかし、一言付け加えると？

(2)一般の三角形のひとつの頂点をＯ (0,0)となるように座標をとることができます。

他の２つの頂点を、(a; b); (c; d) とするとき、これらをそれぞれ (2; 0); (0; 2)にうつ

す１次変換をあらわす行列は？１次変換は線分の長さの比を保存するのでしたね。

12.3 直線のパラメータ表示

２点Ａ,Ｂを通る直線上の任意の点をＰとすると、パラメータ tを使って

Ä!
ＯＰ=

Ä!
ＯＡ +t

Ä!
ＡＢ

とあらわすことができます。始点を統一する公式、

Ä!
ＡＢ=

Ä!
ＯＢ Ä

Ä!
ＯＡ

［1］原点Ｏとの混同をさけるためＮの次はＰになっています。
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を用いて、
Ä!
ＯＰ= (1 Ä t)

Ä!
ＯＡ +t

Ä!
ＯＢ

と変形すると、ＰがＡＢを t : (1 Ä t) の比に内分する点である意味になりますし。

誌点をＡに統一すると、ＡＢとＡＰとが平行である、つまり、Ａ,Ｂ,Ｐが同一直線

上にあることを示す等式となります。

tを時刻とみると、t = 0のときＡ、t = 1のときＢにいる等速運動をしている点Ｐ

の運動の記述であるとも思えます。実際、Ｐ（x; y; z）,Ａ（a; b; c）,
Ä!
ＡＢ= (u; v; w)

として、tについて解くと、

x Ä a

u
=

y Ä b

v
=

z Ä c

w
= t

と、空間での直線の方程式が出てきますが、それぞれの成分で、（移動量）÷（速度）

を計算すると時間となるので等しいと読むこともできるでしょう。

もともと直線は時間をあらわす数直線と位相的に同型ですから、tでパラメータ

表示できることは明らかですが、同じ意味の方程式でも変形によって印象が違って

きます。

12.4 内積と外積

Fourier級数

f(x) = a0 +a1 cos x+b1 sin x+a2 cos 2x+b2 sin 2x+ÅÅÅ+an cos nx+bn sin nx+ÅÅÅ

の係数 an; bn を求めるのに、積分Z 2ô

0
f(x) cos nxdx;　

Z 2ô

0
f(x) sin nxdx

が有効であるように、あるベクトルと基本ベクトルとの内積は、そのベクトルの成

分を与えます。これは互いに直交する基底をとる場合、他の成分との内積は 0とな

るからです。

二元連立方程式、 (
2x + y = 5

x + 2y = 3
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を。

x

†
2

1

!
+ y

†
1

2

!
=

ê
5 3

ë
と、ベクトル (5; 3) を２つのベクトル、(2; 1); (1; 2) の１次結合としてあらわす問題

とみることができますが、これを内積を用いて解いてみましょう。

(5; 3) = x(2; 1) + y(1; 2)

(2; 1)に垂直なベクトル、(Ä1; 2) を考えて、これと上の等式の両辺との内積を考え

ると、

y =
(Ä1; 2) Å(5; 3)

(Ä1; 2) Å(1; 2)

を得ます。これはクラメルの公式と（当然ながら）一致します。

３元の場合、

x(2; 1; 1) + y(1; 2; 1) + z(1; 1; 2) = (7; 8; 9)

の x の値を求めるには、この等式の両辺と、(1; 2; 1)と (1; 1; 2) との外積を求める

必要があります。
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【　問題　】

1. 三角形ＡＢＣの内心をＩ，外心をＪ，垂心をＨ，角Ａの内部にある傍心をＩＡ

とすると、

　　△ＩＢＣ：△ＩＣＡ：△ＩＡＢ＝ a：b：c

　　△ＪＢＣ：△ＪＣＡ：△ＪＡＢ＝ sin 2Ａ：sin 2Ｂ：sin 2Ｃ

　　△ＨＢＣ：△ＨＣＡ：△ＨＡＢ＝ tanＡ：tanＢ：tanＣ

　　△ＩＡＢＣ：△ＩＡＣＡ：△ＩＡＡＢ＝Äa：b：c

であることを示せ。

2. 一辺の長さが 2の正四面体ＯＡＢＣで、
Ä!
ＯＡ ÅÄ!

p = 6;　
Ä!
ＯＢ Å!

p = 3;　
Ä!
ＯＣ Å!

p = 4

を満たす、
!
p を、

Ä!
ＯＡ;

Ä!
ＯＢ;

Ä!
ＯＣであわらせ。

3. 3点、(2; 1; 1); (1; 2; 1); (1; 1; 2)を通る平面の方程式をなるべく多様な方法で求

めよ。

4. 前問で求めた平面に関して、原点と対称な点の座標を求めよ。

5. 正四面体の 2面角と、正八面体の 2面角とは互いに補角をなすことを、ベクト

ルの計算によって示せ。(Ü 1; 0; 0); (0; Ü 1; 0); (0; 0; Ü 1); (1; 1; 1); (1; Ä 1; Ä 1); (Ä 1; 1; Ä 1); (Ä 1; Ä 1; 1)

ベクトルを用いた証明のアルゴリズムì ê
1. 位置ベクトルの始点を決める。

2. 基本となるベクトルとして平面の場合、2点の位置ベクトルを決める。

3. 問題に出てくる点の位置ベクトルを前項の基本となるベクトルであらわす。

4. 問題の条件を式であらわす。

5. 計算を実行する。

6. 計算の結果を解釈する。í ë
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図 12.2: 斜交座標としてベクトル
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Chapter13

代数を用いた作図

13.1 四則の作図

代数の答案と幾何の答案との違いってありますよね。代数の方は、問題を式を使っ

てメモして、方程式を立てることができればあとは機械的に解いていくことができ

て、解いていく過程が答案そのものになります。それに比べて幾何は、10.4節に述

べたように図でわかってからでないと答案が書けないのです。

そこで、代数のこのような特長をいかすことができないか. デカルト（Renìe

Descartes) の発想は言わばこのようなことにあるのでしょう。求める点がある線

分上にあるとき、その線分の端からの距離を求めることができればその作図題は解

けたことになるでしょう。その距離が満たす条件を二次方程式にあらわすことができ

れば幾何の公法、つまり定規とコンパスとを有限回使って作図することができます。

なぜかって？二次方程式の解は、四則と平方根を使ってあらわすことができます。

ですから、これらの演算の結果が作図できることを示せばよいですね。加法は２つ

の線分を合併すればいいのですから、コンパスで一方の線分の端に他方の線分と同

じ長さをコンパスで移して延長する。減法は向きを逆に。乗法、除法は次の図のよ

うに相似の性質を使えばできます。a Ç b を作図するなら、次のような手順を踏み

ます。

1. Ｏを共有する２つの半直線上にＯＡ= a,ＯＢ= b を満たすような２点Ａ，Ｂ

をとる。
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図 13.1: ２数の積の作図

2. 半直線ＯＢ上に、ＯＥ= 1 を満たす点Ｅをとる。

3. Ｂを通り、直線ＡＥと平行な直線とＯＡとの交点をＣとすれば、ＯＣが求める

長さである。

（問）では、２数の商を作図するにはどうすればいいでしょうか。

13.2 方巾の定理

残るは平方根の作図です。そのためには次の方巾（ホウベキ）の定理を証明してお

いた方が良いでしょう。ある円の円周上にない点Ｐを通る２本の直線と、その円と

の交点をＡ,Ｂ;Ｃ,Ｄとするとき、２本ずつの線分の長さの積が等しいというもの

です。式でかけば、ＰＡ・ＰＢ=ＰＣ・ＰＤ。証明は、Ｐが内部にあるか外部にある

かによって違いますが、円周角の定理などによって、三角形の相似を利用します。

少し脱線になりますが、点Ｐが円の外部にあって、直線ＡＢが円の中心を通り、直

線ＣＤが接線、即ちＣとＤが限りなく１点Ｔに近付いたときのことを考えると、三

平方の定理の別証を得ることができます。どこに直角三角形があるかですって？△

ＰＯＴですよ。

13.3 平方根の作図

長さ aの平方根を作図する手順のみを記します。
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図 13.2: 方巾の定理の証明は三角形の相似を利用

1. 長さaの線分ＡＢを引き、線分ＡＢの延長上に、ＢＣ= 1を満たす点Ｃをとる。

2. 線分ＡＣを直径とする円をかく。この円の中心をＯとする。

3. Ｂを通り、ＡＣに垂直な直線と円との交点をＰ，Ｑとすると、ＢＰの長さが求

めるもの。

これは、このような方法によって少なくともかけることを保証しただけで、これよ

りも楽に作図できる場合もあります。

（問１）円外の点Ｐから円への接線の作図法を述べてください。（もしもかけたとす

ると？の図をかいてみましょう。円の中心をＯとすると、ＯＰを直径とする円を書

き入れると？）

ところで、２つの正の数、a; bの相加平均は相乗平均よりも大きいことを図で示

すことができます。下の図で、ＡＢ= a;ＢＣ= bで、ＡＣを直径とする円をかいて

います。どこが相加平均で、どこが相乗平均でしょう。また、Ｐを接点とする接線

へ点Ｂから垂線を引くとその長さが調和平均になることを示して下さい［1］。

13.4 フェルマーとデカルト

直交座標のことを、デカルト座標ということがあります。ではデカルトが解析幾

何の創始者かと言えばそうとも言えないようです。白水社が『デカルト著作集』を

［1］黒田俊郎,1987「真保の定理」（数学セミナーリーディングス『新しい高校数学の展望』（日本評論社））
仁平政一,1991「不等式の図形的証明」（『日本数学教育学会誌』vol.73,No.7）
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図 13.3: 相加平均と相乗平均

出していますが、その第１巻に「幾何学」が含まれています。ちなみにその序論に

あたるのが、文庫本などにも収められている「方法序説」です。

中村幸四郎,1980『近世数学の歴史』（日本評論社)p.40-41によれば、座標軸にあ

たるものを１本とったのは、省略代数を用いてはいましたがフェルマの方が先です

し、座標という言葉はデカルトよりも後のライプニッツによるものです。

歴史的に見ると、幾何の問題を「人間の理性を正しく導き、もろもろの学問にお

いて真理を求めるための方法」に基づいて考察したのですが、今の学校での扱われ

方とはかなり隔たりがあるようですね。

直線 2x + 3y = 5 などという言い方をしますが、よくよく考えると、2x + 3y = 5

が、幅がないとか、まっすぐだとかの性質のある幾何の対象の直線であるとは、ちょっ

とおかしな気持ちがします。これは、座標平面上に f(x; y)j2x + 3y = 5g を考えて
はじめて上述の図形としての直線になるわけで、この条件をあらわす方程式の数学

的な性質を利用して、図形の性質を考察しているのです。

このようになるまでに数学の歴史を要しています。求める線分の長さを代数の方

程式解くことによって知るという代数と幾何との関わり。x; yとの関わりを座標平面

調べるという関数と座標との関わり。これえらが混同されている傾向がなきにしも

あらず。そのため、関数の勉強のはずがいつのまにか解析幾何になっていて、関数っ

ていったいなんだっけという生徒の感想もみられます。両者を区別して教えたいも

のです。

　

【　問題　】
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1. ３大作図不能題とは何か調べてみてください。

2. 中１で学ぶ３つの基本作図とは何でしょう。

3. 高等学校の入試問題や、大矢真一,1975『ピタゴラスの定理』（東海大学出版

会）の第９章などを読み、求める線分の長さを代数の方程式を解くことによっ

て知る問題例を調べてください。
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【補充問題】ì ê
次の章との関連で問題を補充しておきます。
・△ＡＢＣにおいて次の等式を証明せよ。

1. (1 + sin A Ä cos A)2 + (1 + cos A Ä sin A)2 = 4(1 Ä sin A cos A)

2. (a sin A + b sin B + c sin C)2 = (a2 + b2 + c2)(sin2 A + sin2 B + sin2 C)

3.
cos A

a
+

cos B

b
+

cos C

c
=

a2 + b2 + c2

2abc

4. c(a cos B Ä b cos A) = a2 Ä b2

5.
a

b
Ä b

a
=

c cos B

b
Ä c cos A

a

6. a≧ b cos B + c cos C

7. a2(cos2 B Ä cos2 C) + b2(cos2 C Ä cos2 A) + c2(cos2 A Ä cos2 B) = 0

8.
tan A

tan B
=

c2 + a2 Ä b2

b2 + c2 Ä a2

・次の等式を証明せよ。

1.
sin 2x

1 + cos 2x
= tan x

2.
1 Ä cos x + sin x

1 + cos x + sin x
= tan

x

2

・t が実数全体を動くとき下記の動点Ｐはそれぞれどのような軌跡を描くか。

1. Ｐ (cos 2t; sin t)

2. Ｐ (sin t + cos t; sin 2t)í ë
memo 1.左辺を簡単にすると？ 2.正弦定理で角を辺に。 3.-5.同様に余弦定理。

6.左辺を第 1余弦定理でという別解もある。7.一番上の 1.に使った性質は？

8.迷わず、
sin

cos
・角の大きさの最小単位となっているものに注目。特に、(2) では、最小単位をãな

どとおくと？

・x = 1 Ä 2y2 と、x2 = 1 + y ですが、変域は？
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Chapter14

公式とアルゴリズム

14.1 発見法

ポリアの３部作［1］のなかに、『数学の問題の発見的解きかた』［2］という本があり

ます。そこで九章算術で「方亭」（ファンチン）と言われている図形（四角錐台）の

体積を求めると言う例題がでています。九章算術では四角錐、三角柱、四角柱と９

つの部分に分けて求めていますが、ポリアは「与えられているものは何か」「求めよ

うとしているものは何か」という問から始めます。

ここでは、上底面である正方形の一辺の長さ aと、下底面である正方形の一辺の

長さ b（a＜ bということにします）と、そして、錐台の高さ hとが与えられてい

て、この錐台の体積 Vを求めようとしてしています。そこで、メモ用紙の一番上に

Vとかき、一番下に、a; h; bと書くことにしましょう。

次にポリアは、「求めたいものは、何を知ることによって求めることができるか？」

「与えられたことから何がわかるか」という問を発します。この場合、側面を延長し

て四角錐を作ったときに、四角錐全体の体積Bとして、延長した部分の体積をAと

すると、VはB ÄAとして求めることができます。そこで、Vの下にA; Bを書いて、

Vと線で結んでおきます。

このような作業を繰り返して、一番上と一番下とをうまくつなげることができた

とき、その問題は解けるのです。このように、「求めるべきもの」「与えられているも

［1］ポリア,1944/柿内賢信訳,1954『いかにして問題をとくか』（丸善）
ポリア,1953/柴垣和三雄訳,1959『数学における発見はいかになされるか』（丸善）と次注
［2］ポリア,1961/柴垣,金山訳,1967（みすず書房）
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図 14.1: 方亭の求積

の」「使える手段」からなる「問題空間」を考えて問題解決にあたるという手法は、

人工知能研究のなかに多く取り入れられてきています。

そして、ポリアは条件を変えてみること、似たような問題を見たことがあるかな

どの、問題固有ではない一般的な問い掛けやヒントを提供しています。

14.2 作図

問題を解こうとして解けないときに陥りやすい思い違いは、「ああ僕は運が悪いん

だ」と、不確定要素のせいにしたり、「ああ僕は頭が悪いんだ」と先天的な要素のせ

いにしたりすることです。数学を勉強することによって頭がよくなったり、センス

を磨いたりしたい。問題が解けたり解けなかったりすることはありますが、より問

題が解ける確率が高くなるように学習したいものです。そのような努力をしている

のか、これからするのかという学習者自身の問題を責任転嫁してしまうのです。教

える側ではどうでしょう。スポーツの世界では不合理な根性主義に代って科学的な

トレーニングが採用されてきました。数学の練習はどうでしょうか。鍛練主義がな

いとはいえません。どのようなトレーニングをどのような順番で行なってどのよう

な学力を伸ばすのかということが意外と意識されていないように思えます。
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３点を通る円をかくことは比較的簡単です。３点を頂点とする三角形の外接円を

かけばいいのです。２点を通る円は？これは無数にあります。しかしどのような円

でもいいわけではありません。その中心は、２点を結ぶ線分の垂直二等分線上にあ

るべきです。また、３直線に接する円をかくことも比較的簡単です。それらを３辺

とする三角形の内接円をかけばいいのです。では、２直線に接する円は？これは無

数にありますが中心は２直線のそれぞれを辺とする角の２等分線上にあるべきです。

このように点を通ったり、直線に接したりするような円をかけ、あるいは、直線の代

りに円に接する円をかくなどとという作図題には、いろいろなバリエーションがあ

りますし、解法にも例えば３円に接する円をかくものには反転を利用するなどいろ

いろな解法があります。しかし、これらの問題に対する一般的なヒントとして、問

題の条件の一部だけを満たすものはないか、簡単になる特殊なものはないか、問題

を少しかえてより簡単なものにできるかなどに考えてみましょう。顕著な例として

は、A∩B を満たす点を求めるには、まず条件Aの軌跡を求めることができて、B

の軌跡を求められれば、それらの交点をが求めればよいのです。

その点で言うと、以下に紹介するような作図題を、「問題を既にみたことがあるの

で解ける」というレベルで扱うならばあまり教材の価値はないでしょうが、前節で

みたような、ポリアの問題固有ではない一般的な問い掛けを経験する機会としては

有用なものとなるでしょう。例えば、２本の直線に接してある点を通る円をかくこ

とができますか［3］？そして、２本の直線に接してある円に接する円をかくことがで

きますか？もし、後者がわかりにくいときは、もしかけたとして「ある円」の半径

を少しかえるとどのようなことが起こるでしょうか。

人工知能の問題空間では、与えられたもの、求めるもの、利用できる手段が明確

に定義されていることが多いのですが、上のような問題解決の場合、問題空間がそ

れほど明確ではありません。むしろ、必要に応じて問題解決の径を探すという創造

的な作業が重要となるでしょう。そしてそれは数学者が数学を研究するという創造

性と一脈通ずるものでありましょう。

［3］２本の直線に接する円はその２直線の交点を相似の中心とする互いに相似な円全体ですが、１つ任
意なものをかいておいてそれと相似なもので点を通るものをかけば］いいのです。
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14.3 証明の計算化

よく、計算は比較的得意だけど証明がねえという生徒がいます。計算は教わった

とおりに公式を適応していけばいいのだけど、証明は何を使っていいのかわからな

いと。

でも、そうでしょうか。高校などででてくる「等式の証明」は多くの場合、答えの

わかっている計算問題に過ぎないと思われます。計算とは普通複雑なものをやさしく

することをいいます。A = B を証明するなら、難しい方を計算して、やさしい方に等

しいと言えばいいのですが、どちらも中途半端に難しいときなどは、A ÄBを計算し

て、0となることを示せばいいのです。また、f(x)＞ g(x)を示すなら、f(x) Ä g(x)

の最小値mを求めて、m＞ 0であることを確かめればいいのです。このような基本

技能の説明なしにいきなり証明をさせられたのでは生徒も戸惑うでしょう。

もちろん上の方法は少なくとも解けるという注意であって、他にもっとスマート

な別解がありえましょうし、また、細かなバリエーションや、計算にどうしても移

しにくいものもあるでしょうが、だいたい解けるという自信を練習問題に取り組む

前に付けさせたいものです。ì ê
　次の等式を証明せよ。

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ÅÅÅ+ (n Ä 1) + n =
n(n + 1)

2í ë
［証明］f(n) = （右辺）－（左辺）とおく。

(1) f(1) =
1(1 + 1)

2
Ä 1

= 1 Ä 1
= 0

(2) f(n + 1) Ä f(n) =

ö
(n + 1)(n + 2))

2
Ä (1 + 2 + 3 + ÅÅÅ+ n + (n + 1))

õ
Ä

ö
n(n + 1))

2
Ä (1 + 2 + 3 + ÅÅÅ+ n)

õ
=

ö
(n + 1)(n + 2))

2
Ä n(n + 1))

2

õ
Ä (n + 1)

= (n + 1) Ä (n + 1)
= 0

∴ f(n) = f(n + 1)

(1),(2) より数学的帰納法によって、すべての自然数 n で、 f(n) = 0。よって、すべての
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自然数 n で、（左辺）＝（右辺）。【証明終】

1. 次の等式がすべての自然数 n に関して成り立つことを示せ。

(a) 2 + 4 + 8 + ÅÅÅ+ 2n = n(n + 1)

(b) 1 Å2 + 2 Å3 + 3 Å4 + ÅÅÅ+ n(n + 1) = 1
3 n(n + 1)(n + 2)

(c) 1 Å3 + 2 Å4 + 3 Å5 + ÅÅÅ+ n(n + 2) = 1
6 n(n + 1)(2n + 7)

(d) 12 + 32 + 52 + ÅÅÅ+ (2n Ä 1)2 = 1
3 n(2n Ä 1)(2n + 1)

(e) 13 + 23 + 33 + 43 + ÅÅÅ+ n3 = n2(n+1)2

4

(f) 14 + 24 + 34 + 44 + 54 + ÅÅÅ+ n4 = 1
30 n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n + 1)

(g) 1 + 2 + 22 + 23 + ÅÅÅ+ 2nÄ1 = 2n Ä 1

(h)
1

1 Å2
+

1

2 Å3
+

1

3 Å4
+ ÅÅÅ+

1

n(n + 1)
=

n

n + 1

(i)
1

1 Å3
+

1

3 Å5
+

1

5 Å7
+ ÅÅÅ+

1

(2n Ä 1)(2n + 1)
=

n

2n + 1

(j)
3

12 Å22
+

5

22 Å32
+

7

32 Å42
+ ÅÅÅ+

2n + 1

n2 Å(n + 1)2
= 1 Ä 1

(n + 1)2

(k)
1

1 Å2
+

1

3 Å4
+ ÅÅÅ+

1

(2n Ä 1) Å2n
=

1

n + 1
+

1

n + 2
+ ÅÅÅ+

1

n + n

(l)
nX

k=1

1

(2k)2 Ä 1
=

n

2n + 1

(m) (n + 1)(n + 2)(n + 3) ÅÅÅ2n = 2n Å1 Å3 Å5 ÅÅÅÅÅ(2n Ä 1)

2. 次の不等式を証明せよ。ただし n は自然数とする。

(a) 1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+ ÅÅÅ+

1

2n Ä 1
>

2n

2n + 1

(b) (n≧ 2のとき) 1 +
1

22
+

1

32
+ ÅÅÅ+

1

n2
>

3

2
Ä 1

n + 1

(c) 3n≧ 3n

(d)
1

n + 1
+

1

n + 2
+ ÅÅÅ+

1

2n
>

13

24

(e) 1 +
1p
2

+
1p
3

+ ÅÅÅ+
1p
n

< 2
p

n
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(f) (1 + 2 + 3 + ÅÅÅ+ n)(1 +
1

2
+

1

3
+ ÅÅÅ+

1

n
) > n2

(g) (a + b)n≧ an + bn (a > 0; b > 0)

(h)
a2 + b2

2
≧

í
a + b

2

ì n

(a > 0; b > 0)

3. n が自然数のとき、 xn +
1

xn
は、 x +

1

x
に関する整式で表せることを示せ。

4. n が自然数のとき、

(a) (1 +
p

2)n = a + b
p

2 となる整数 a; b があることを示せ。

(b) (1 +
p

2)n = a + b
p

2 ならば、(1 Ä p
2)n = a Ä b

p
2であることを示せ。

5. n が自然数であるとき、(1 +
p

2)n + (1 Ä p
2)n は、常に自然数であることを

証明せよ。

6. n を自然数とする。n3 + 5n は 6の倍数であることを証明せよ。

7. a1 = 1; an+1 =
an

an + 2
で定義された数列について、次の問に答えよ。

(a) a2; a3; a4 を求めよ。

(b) an を予想して、n をもちいて表せ。

(c) (2) で予想した結果が正しいことを、数学的帰納法で証明せよ。

8. 実数 x1; x2; x3; ÅÅÅ; xn; ÅÅÅの絶対値が 1 より小さいとき、不等式、

x1x2x3 ÅÅÅÅÅxnÄ1xn + n Ä 1 > x1 + x2 + x3 + ÅÅÅ+ xn (n≧ 2) を証明

せよ。

9. xnを (x Ä 1)3で割ったときの余りを求めよ。

14.4 アルゴリズム

自信のないとき、あるいは試験まで時間がないとき、生徒は公式を暗記すること

に最後の望みを託します。それはそれで、何にも勉強しないよりはましなのでしょう
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が、公式そのままでは生きていない、つまり使える形ではない場合がおります。例

えば、展開の公式、

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

は、このままの公式としても使いますし、右辺から左辺をみると因数分解の公式で

すが、ある項を移項した次の形も使いでがあります。

1. a2 + b2 = (a + b)2 Ä 2ab 　対称式は基本対称式であらわすことができるとい

う基本的な例。

2. x2 + 2px = (x + p)2 Ä p2 　平方完成の公式。

また、第２余弦定理 a2 = b2 +c2 Ä2bc cos Aは、右辺から左辺をながめれば、２辺

夾角がわかっているときに、既知の角の対辺を知るための公式となりますが、cos A

についてとけば、三辺がわかっているときにある角を求めるための公式となり、こ

れを逆にながめれば、証明問題で扱いにくい角の大きさを辺の長さに変換する公式

になります。

公式を順番に適応して難しい式を簡単にするアルゴリズムを知っているだけでか

なりの自信が持てます。場合によっては別解があってより簡単に解ける場合もあり

ますが、ともあれ計算問題と同じに着手ができるのですから。また、特に三角関数

は余角、補角のものまで公式にしてしまっていますが、解く場面に即して「íの大き

さにかかわらず、sin íは、45°以内の正の角ãの正弦あるいは余弦（またはそれらの

反数）であらわすことができる。」という定理を知った方が、いくつも意味もわから

ずに公式を暗記するよりも有益でしょう。

　

【　問題　】

1. 三角関数の加法定理の証明についてなるべく多くあげてみてください。

2. 三角関数が学ばれる文化財的な意義としては、三角形の他条件の決定とフーリ

エの定理のための基本的な道具との２つをあげることができるでしょう。

(1) 三角形の決定条件としては、二辺夾角、二角夾辺、３辺がありますが、こ

れらを知ることによって三角形の他の要素をどのように求めることができます
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か？

(2) sin2 x; sin3 x をフーリエ級数であらして下さい。

3. 対数関数に関する式を簡単にすることを練習させるＢ 4版一枚プリントを、例

題を出してからそのアルゴリズムを練習させる問題を記すという形式で作って

ください。
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Chapter15

微分・積分の基礎知識

15.1 時間と速度

子どもにとって速さの概念は追い越しの直観によって得られ、時間のそれに先行

することが知られています［1］。しかし、数学では移動距離を所要時間で微分するこ

とによって速度を得ます。その微分の操作を定義するために極限について考えます

が、その全体像がわからないと何のためにこのようなことをやっているのかわかり

にくい場所となってしまいます。

例えば、落としてから x秒後に手から ym下にボールがあるとおくと、適当な距

離の単位を決めれば、y = x2という数式で x; y の関係が記述できるでしょう。では、

これの x = 3 での速度を考えてみましょう。このような課題を具体化させて表計算

ソフトで数値を計算してみます。

Ａ列は時刻、x = 0から x = 5まで、0:5秒刻みで１行ずつ空けてとります。あと

でその区間の差を考えたいからです。Ｂ列はその時刻の yの値。xの値がない行は y

も空白にしておきます。Ｃ列は、各行の yの変化量、Ｄ列にその時間（0.5秒間）の

平均速度がでるようにします。表計算の式による定義とコピーとを使ってなるべく

効率よく作りましょう。平均変化率の推移をみても刻一刻をボールが速くなってい

るのがわかります。ここでは、2.5秒後から、3秒後までとか、３秒後から 3.5秒後

までの平均速度しかでていません。x = 3での速さを考えるにはどうしたらよいで

［1］Jean Piaget,1950/田辺振太郎他,1976『発生的認識論序説　第 II巻 物理学思想』（三省堂）第 IV
章§4 運動と速度
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しょうか。

こんどはシートをかえて、計測時間が何秒ごとかを、A1 というセルにいれるこ

とにしましょう。一応 0:5 にしておきます。ここでの目的は、x = 3から x = pま

での平均速度を pをいろいろにかえて求めてみることにあります。Ａ列の画面に出

ている真ん中あたりを、3 にしましょう。そのすぐ下を Excel なら、［すぐ上のセ

ル］+$A$1 などと絶対指定を用いて定義し、それを下までコピーします。そしてす

ぐ上は、［3を入れたセル］Ä$A$1 としてこれもＡ列の上半分へコピーします。こ

れで、3 の前後の時刻 pが 0.5秒ごとにとることができました。Ｂ列には、xの変化

量を、Ｃ列には y、Ｄ列には yの変化量、Ｅ列には平均速度が出るようにします。

さあ、どんなことが起こったでしょうか。p = 3のところに変な表示が出ています

が、前後の関係から、その平均速度は 6 でありそうだと想像できます。このように

前後の関係から想像できる値のことを極限というのです。では、なぜそう想像でき

るのでしょうか。もちろん、この例では、y = x2 というかなり単純な関数ですから

想像しやすかったのですが、他の y = x3 などの場合ではこのままでは想像しにく

いですね。$A$1 の値、0.5 を、0.1，0.05, 0.01,・・・などと小さくしていけば、p = 3

のときの平均速度、即ち x = 3 での瞬間速度が想像しやすくなります。実は、その

どちらの場合も、式で平均速度をあらわせば、分母、分子にともに (p Ä 3)があるの

で、約分できたのです。

この分母にある 0 に近付く因子が分子にもあるときは約分するというのが、不定

型の極限計算の定石ですね。無限大の因子を約分することもありますが・・・・・・。

（問１）無理関数の場合、約分すべき因子が見出しにくいので、0 に近付く無理式の

部分の有理化を行ないます。三角関数の場合、x ! 0のとき sin x≒ xということが

基本命題となりますが、1 Ä cos xは、sin xの無理式とみれます。だから有理化する

ために 1 + cos x をかけるのは理にかなっています。このような極限の計算の諸技法

をまとめてみてください。

微分は、ある関数 fに対してその変化率に注目することによってある関数 f 0を対

応させるものですから、関数の関数への対応と言えます。
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15.2 逆微分と区分求積法

面積を区分求積法で求めることが、ライプニッツの記号
Z b

a

f(x)dxの由来ですか

らそれを書くときにも多かれ少なかれそのようなことを意識するのではないかと思

います。しかし、教科書によってはこの記号を、どの関数を微分すればこの関数に

なるかという逆微分の記号として導入している教科書もあります。確かに面積が逆

微分で求まることは大きな発見であったのですが、それがやはり大きな発見である

と感じるためには、区分求積法での導入が好ましいように思えます。区分求積をい

くつかしてから、上端の値に関する関数とみて、その関数を微分するのです。

もっとも、区分求積法を使うとなると、数列の和の記号（Ü）の極限という分か

りにくいものを扱わないといけないという難所がありますが、面倒な計算を表計算

ソフトなどを用いて切り抜けるというのもひとつの手でしょう。

（問２）139ページのように、y = x2と x = 1; y = 0とで囲まれた部分の面積を求め

ることを考えましょう。0.1間隔で引かれた方眼に、y = x2 のグラフを書き入れた

Ｂ５版のプリントの原稿を TEXで作るには、どのようなソースを書くべきでしょう

か。

（問３）面積をもとめる方法として、工作用紙をその大きさに切って単位面積のもの

との重さの比を考えるという方法をやってみましょう。

（問４）f(x) が１次関数のとき台形の面積の公式で定積分の値が求まりそうですが、

注意するべき点は？ 各辺の長さにあたる部分が正の値となること。

15.3 グラフの典型と応用

グラフは、いろいろな量を x; yという軸であらわすことができるので、強力な応

用可能性があります。積分では面積という典型例で導入されますが、他の量に応用

するには少々工夫が必要です。体積は断面積の厚み方向の積分となりますが、スラ

イスの厚みを変えずに奥行が単位長さのものを積むとしたら、面積に奥行である 1

をかけたものとして体積が把握されますが、他の場合、区分求積での感覚、つまり

式や細かく切って厚みをかけて足しあわせるという操作の共通性を把握させたいと
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ころです。

また、面積はマイナスを考えないのが普通ですが、積分の値がマイナスであるこ

とが意味をもつ場合があります。そこで、典型例としてグラフの面積を考えてまし

たが、改めて２つのグラフの y座標の差（絶対値）を使って、応用例としての面積

がでてきます。

微分の場合でも、接線の傾きが典型例としてでてきながら、接線の方程式となる

と、方程式と直線の、y Äq = m(xÄp)のmが化けただけですが、接点が (t; f(t))で

ある接線の公式 y Ä f(t) = f 0(t)(x Ä t)は改めて公式としてまとめておく必要があ

るでしょう。いろいろなものがでてきますが、指導の系統を単元を通じてしっかり

考えたいものです。

15.4 グラフをかくと言うこと

グラフをかけという問題が多くみられます。しかし、古代ギリシャの作図の公法

ではかけないに決まっているものをかけというのもおかしなものですよね。

ラング［2］はこの点を次のように明確にしています。

われわれは特に曲線の次のような状態に着目しよう。

1. 座標軸との交点．

2. 臨界点．

3. 増加する範囲．

4. 減少する範囲．

5. 最大点および最小点．（極大点および極小点を含む．）

6. x が正または負で非常に大きくなるときの状態．

7. その近くで y が正または負で非常に大きくなるような x の値

8. 曲線が下に凸あるいは上に凸である範囲．

［2］Serge Lang,1973/松坂和夫・片山孝次,1978『解析入門　原書第３版』（岩波）第６章　曲線をえが
くこと
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旧版では、対称性とか漸近線の有無やその方程式などもあったように思います。こ

うしてみると、グラフ電卓やパソコンで図をかかせてみるよりも手間のかかる作業

を「グラフをかけ」は命じていると思えます。

しかし、「グラフより」で得られる情報は、多くの場合増減表によって要約される

ようです。即ち、

1. 極値であるならそこで導関数の値が 0 のところである。

2. その区間で微分可能であるならば最大・最小は極値であるか区間の端である。

3. 連続な関数の場合、極値をとる箇所が単調な区間の境界である。

という性質があるので病的な関数はともあれとして、関数のふるまいの多くの部分

を増減表をかくことによって知ることができるのです。つまり関数のふるまいを調

べる上でずっと簡便な手段が増減表を作ることであると言えるでしょう。

次の定理はあまり強調されませんがかなり使いでのあるものです。

より強力な中間値の定理ì ê
関数 f(x)が a≦ x≦ bで連続かつ単調で、f(a)・f(b)＜ 0であるとき、f(x) =

0をみたす xが a < x < bの区間にただひとつ存在する。í ë
増減表によって関数が定義されている区間を単調ないくつかの区間に分けること

ができれば、この定理は方程式の解の個数や解の大小関係の判定に使えます。具体

的な問題をあげてみます。

1. 2x3 Ä 3x2 Ä 12x + k = 0 が次のような解を持つときの定数 k がある範囲をそ

れぞれ答えよ。 (k < Ä 7; k > 20); 0 < k < 20

(a) ひとつの実数解と２つの虚数解

(b) 異なる２つの正の解とひとつの負の解

2. 曲線 y = x3 Ä 9x2 + 15x Ä 7 に対して、点 (0; a)から相異なる 3本の接線を

引くことができるように実数 aの範囲を求めよ。 (Ä7 < a < 20)

3. 曲線 y = x3 + 3x に対して、点Ｐから 3本の接線が引けるという。このよう

な点Ｐが存在する範囲を図示せよ。
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【　問題　】

1. 「○○を××で微分したら～になった。」に当てはまる量の組を３組以上挙げ

てください。

2. 微積分を知る意義と思われることをいくつかあげてください。

3. xについての方程式 2x3 Ä 3x2 + ax Ä 3a = 0が相異なる 3つの実数解を持つ

ときの aの条件を求めてください。

4. x2 + y2≦ 1 のとき、x + y の最大値を求めて下さい。

5. 本文中の（問２）はできましたか？
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Chapter16

離散数学と確率

16.1 パスカルの三角形

多項式 (x + y)n を展開したときの係数を並べたものをパスカルの３角形といいま

す。１行目は、(x + y)0 = 1、２行目は、(x + y)1 をあらわしているのですが、３行

目は、(x +y)2 = x2 +2xy +y2 ですから、この係数を並べて 1; 2; 1。これに (x+ y)

を掛ければ次の４行目が得られるます。筆算で係数だけを書けば同じものをコピー

して、ひとつずらしてまたコピーして足す。つまりひとつ上の行の隣どうしを足せ

ばいいのです。

パスカルの三角形ì ê
1 2 1　　　　　　　　　　　 1 (0) (0)

×） 1 1　　　　　　　　　 1　　　 1 (0) (0)
-------------　　　　　　 1 2 1 (0)

1 2 1 1 3 3 1 (0)
1 2 1 1 4 6 4 1

------------- 1 5 10 10 5 1
1 3 3 1 1 6 15 20 15 6 1í ë

（問１）このパスカルの三角形をみて気付くことを５つ以上あげてみてください。
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16.2 数列の和と階差

パスカルの三角形の一番上の１から左下へ向っての１ばかりのものを第０段、次

の自然数が順に並んでいる段を第１段と呼ぶことにすると、第２段は１からその左

上の自然数までの和になっています。一般に、第 (k + 1)段は第 k 段のシグマになっ

ており、逆に第 (k Ä 1)段は、第 k 段の階差数列になっています。

このパスカルの三角形は、nＣkを書き並べたものですが、(0)のように示したよ

うに値が 0 なのでかいていなかったと解釈して、それぞれの段を上に延長して、ひ

とつだけ 1 の並んでいる行を第 0行と呼ぶようにすると、第 m 段の上から第 x行

目の数は、0かxＣm となっています。これを、
x(m)

m!
［1］と書けば、次のような微

分・積分の公式に酷似した「差分・和分の公式」を得ます。

(x + 1)(n) Ä x(n) = nx(nÄ1);　
nÄ1X
x=1

x(m) =
1

m + 1
n(m+1)

（問２）
nX

k=1

km(m = 1; 2; 3) の結果とその図形的な証明を調べなさい。

（問３）積分の公式、
Z b

a
f(x)dx = F (b)ÄF (a)に対応する和分の公式は何でしょう。

数列の和の公式はかなり恣意的なものに映りますが、これは連続量の記述に適し

たべき級数で無理に離散量をあらわそうとしたためで、上でみたように「差分・和

分の公式」はかなりきれいなものになります。逆にべき級数を x(n) の一次結合とし

てあらわすことができれば、
nX

k=1

km の結果をmが自然数であれば求めることがで

きます。

例えば、m = 4のとき、

x4 = a + bx + cx(x Ä 1) + dx(x Ä 1)(x Ä 2) + ex(x Ä 1)(x Ä 2)(x Ä 3)

を満たす定数 a; b; c; d; eをまず求めます。左辺をxで割ったときの余りをみて、a = 0、

この商を、(x Ä 1)で割ったときの余りをみて、b = 1、さらにこの商を (x Ä 2)で

割ったときの余りをみて、c = ÅÅÅ、などと連続的に組み立て除法を用いて求めるこ
とができますが、上の等式が恒等的に成り立つことから、いくつかの xの値を代入

［1］この x(m) = x(x Ä 1) ÅÅÅ(x Ä m + 1) は、順列 xＰmfx = 1; 2; 3; ÅÅÅg を x＜m の場合にも拡張
したものです。
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してみて、a; b; c; d; eに関する連立方程式を解くという「未定係数法」も用いること

ができます。
x = 0 のとき、 　 0 = a　　
x = 1 のとき、 　 1 = b　 を解いて、b = 1

x = 2 のとき、 　 16 = 2 + 2c を解いて、c = 7

x = 3 のとき、 　 81 = 3 + 6c + 6d を解いて、d = 6

そして最高次の係数を見比べて、あるいは xの他の値を代入して解いて e = 1 な

どとできるわけです。この場合は、xの値が 5つの場合、もしくはそれと同等な条

件について考えましたが、一般に、f(x)がm次式のとき、x = x0; x1; x2; ÅÅÅ; xm

の (m + 1)個の xの値について、f(x) = 0が成り立つならば、恒等的に 0、即ち (

∀ x 2 R) f(x) = 0 が成り立ちます。証明は因数定理によります。

（問４）
nX

k=1

k4 を求めなさい。　 1
5 n5 + 1

2 n4 + 1
3 n3 Ä 1

30 n

ところで、m個の点、(x1; y1); (x2; y2); ÅÅÅ; (xm; ym)をそのグラフ y = f(x)が通る

高 (々m Ä 1)次の関数はただひとつあります。以下に述べる Lagrange の補間公式が

それです。

f1(x) =
(x Ä x2)(x Ä x3) ÅÅÅ(x Ä xm)

(x1 Ä x2)(x1 Ä x3) ÅÅÅ(x1 Ä xm)

の x = x1; x2; x3; ÅÅÅ; xmのときを考えてみて下さい。このような関数、f1; f2; f3; ÅÅÅ; fm

を作ることができれば、

f(x) = y1f1(x) + y2f2(x) + ÅÅÅymfm(x)

が求める関数です。

（問５）(0; 1); (1; 2); (2; 4)を通る 2次関数を f(x)とする。23と f(3)の大小を比較

しなさい。

16.3 漸化式

書店でパラパラとめくってホホウと感心したフレーズがあるとその本を買いたく

なるものですね。私にとって次のもの［2］がそれでした。

f(i)の最も満足すべき形は，よく知られた関数のみから構成され，か

つ和の記号（Ü）を用いていない完全に明示的な閉じた式である。

［2］R.T.Stanley,1986/成嶋弘他,1990『数え上げ組合せ論 I』（日本評論社）
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先に計算されているいくつかの f(j)からなる項で表される f(i)に対

する漸化式が与えられていてもよい。ÅÅÅこれは明示的な答えであるが，
無理数を含んでいるので，漸化式 f(n) = f(n Ä 1) + f(n Ä 2)よりもよ

い答えであるかどうか意見のわかれるところである。

等差数列、等比数列も、一般項をあらわす式よりも、そのなまえがあらわす性質

をより忠実にあらわしているのは漸化式だと思えます。もちろん、一般項であらわ

すことによって等比数列は自然数を定義域とする指数関数だと知れ、等差数列に比

べてかなり急速な振る舞いをみせることがわかります。借金の金利が意外［3］とかさ

むことなど、知る必要性をみることができるでしょう。

（問６）隣接２項間の漸化式に対応する微分方程式の解法は、非斉次型の解法で

す。では隣接３項間の漸化式の解法はどのような解法に対応しているでしょうか。

16.4 確率

古来場合の数は、確率の値を求めるための準備として教科書にあらわれてきまし

たが、上にみたように、連続量の世界に対応する離散的な世界と考えると微分・積

分に相当する大きな対象が存在します。特に近年計算可能性の理論などの離散数学

の研究が盛んとなっていますし、1989年の高校の指導要領で再び高１に場合の数・

確率が復活しています。

しかし、いまだに場合の数と確率とがセットで扱われるために、それぞれからつ

かむべき世界が判然としないまま、旧態依然としたとらえかたしかできない状態に

陥りやすいように思えます。確率とは、場合の数の比というよりも次のような起こ

りやすさを数値化した下記のような比率尺度［4］としてとらえるべきでしょう。

1. 名義尺度：性別、職業、支持政党などのように単なる分類のカテゴリ。これら

に数値がつけられていたとしても数値の大きさや大小関係は意味を持たない。

例えばＮＤＣ（図書分類の日本十進分類法）などもこれにあたる。

［3］ねずみ算の話などいろいろな教材化ができますが、藤子不二雄,1979『ドラえもん第 17巻』（小学館）
の「バイバイン」など話のきっかけになりそうですね。
［4］脇本和昌,田中　豊,1982『多変量統計解析法』（現代数学社）の「数量化の方法（１）」を参考にし
ています。
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2. 順序尺度：例えば、成績のＡ，Ｂ，Ｃ，Ｄなどを数値化したもの。大小関係は

あらわせるが,4と 3の差が 2と 1の差に等しいとは言えない。

3. 間隔尺度：摂氏や華氏で測られた温度などは、数値の間隔が意味を持ってい

る。しかし、20度が 10度の 2倍の暑さであるとは言えない。このような尺度

を間隔尺度という。

4. 比率尺度：間隔尺度の性質に加えて絶対原点が存在するもの。例えばものの長

さや重さなど。

（問７）DIMEプロジェクトの確率記録用紙［5］について調べて下さい。　

【　問題　】

1. 計算練習

(a) an+1 = 2an Ä 3;　 a1 = 1　 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :（Ä 2n + 3）

(b) 2an+1 + an = 18;　 a1 = 2　 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :（(Ä1
2 )nÄ3 + 6）

(c) an+1 + an = 1;　 a1 = 3　 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :（5
2 (Ä1)nÄ1 + 1

2）

(d) an+1 = an + 4;　 a1 = 5　 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :（4n + 1）

(e) an+2 Ä 5an+1 + 6an = 0;　 a1 = 2;　 a2 = 3　 : : : : :（3・2nÄ1 Ä 3nÄ1）

(f) an+2 Ä 5an+1 + 6an = 2;　 a1 = 1;　 a2 = 2　 : : : :（1 + 2nÄ1 Ä 3nÄ1）

(g) an+2 Ä 5an+1 + 6an = 0;　 a1 = 0;　 a2 = 1　 : : : : : : : :（3nÄ1 Ä 2nÄ1）

(h) an+2 Ä an+1 Ä 2an = 0;　 a1 = 1;　 a2 = 2　 : : : : : : : : : : : : : : : : :（2nÄ1）

2. 大相撲の巴戦が不公平ではないかと話題になることがあります［6］。次のそれ

ぞれの方法で確率を計算してみてください。

(a) 一巡しないうちにある力士が優勝する、その力士が対戦が一巡してから

優勝する、その力士がもう一巡してから優勝する、・・・のそれぞれの確率

を計算して、無限等比数列を計算する。

［5］野崎（監）,1995『数学の窓の開けかた』（東京書籍）p.131{134
［6］例えば、中島らも,1991『中島らものますます明るい悩み相談室』（朝日新聞社）pp.58{60
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(b) 全事象の確率を一辺が 1の正方形であらわすとして、横の辺には一巡す

る前、一巡してから、もう一巡してから、・・・優勝が決まる確率を示し、

縦の辺では、そのタイミングのもとで誰が優勝するかの確率をあらわす

ことにする。

(c) 直前の対戦で勝っているがまだ連勝していない力士が優勝する確率を x;

負けた力士が優勝する確率を z;直前には休んでいた力士が優勝する確率

を yとおいて、３元連立方程式［7］を解く。

3. 確率が漸化式に帰着される問題にはどのようなものがあるか調べてみて下さ

い。［8］

4. Ａ組は男子 15名、女子 20名のクラスで、Ｂ組は男子 20名、女子 10名のク

ラスでその学年には他にクラスがないとします。それぞれの担任の教師がジャ

ンケンをしてどのクラスから代表を出すか決めてからそのクラスで代表を選ん

だところ代表は女子でした。代表がＡ組の生徒である確率を求めてください。

また、学年大会を開いて決めた代表が女子だったとすると確率はどうなります

か。 12
19 ; 7

13

5. 40名の生徒がいるクラスに互いに誕生日が同じペアが少なくとも１組いる確

率を表計算ソフトを用いて計算してみてください。

6. ポーカの初めの配札で、既に役ができている確率をそれぞれの役について求め

てみてください。電卓を用いて既約な有理数と小数とであらわしましょう。

［7］そのうちのひとつは x + y + z = 1
［8］例えば rencontre の問題が知られています。
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Chapter17

明治期における洋算の移入

17.1 留学

次のいくつかの章では、現在までに数学教育のあゆんだ軌跡を急ぎ足で眺めて、

今後の歩むべき道について考える一助としたいと思います。

慶応二年、幕府は俊秀の少年十二人を選んで英国に留学させること

になり、・・・留学生は大部分が二十歳未満で、最年長は三十五歳の中村正

直であった。最年少は十二歳の箕作みつくり大六である。・・・・・・一行中の人気

者は箕作大六であった。この十二歳の少年は語学的に天才と見えて、英

人乗客とも自由に会話していた。［1］

とありますが、この箕作大六、後の名を菊池大麓［2］。彼はケンブリッジ大学を優秀

な成績で卒業し明治 10年、22歳にして東京大学の教授となり、日本数学会の前身

「東京数学会社」の創立者の一人となります［3］。

藤沢利喜太郎は、明治 16年から 20年にかけて主にドイツへ数学研究のために留

学しますが、この当時の東京大学で日本人の数学の教授は菊池のみでした［4］が、星

学の教授であった寺尾　寿は、フランスの影響の強い『中等教育算術教科書』を明

治 21（1888）年にあらわし理論算術を主張し、尾関正求『数学三千題』などにみら

［1］高梨健吉,1985『文明開化の英語』pp.85-87
［2］宇井純,生越忠,1975『大学解体論　２』（亜紀書房）に系図が入っているが、かなり興味深い。学者
一家である。
［3］野口　宏,1972『幾何の世界』（日本評論社）pp.3-5
［4］松原元一,1983『日本数学教育史 II』（風間書房）p.261
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れる多くの問題を解かせて中学校の入試の準備をする傾向に対しました。この『三

千題』も小学校の教科書として文部省の検定に合格し使われていたところもあった

ようです。

17.2 お雇い外国人

菊池と藤沢は明治後半の算数・数学教育に対する影響力を持った人物ですが、で

は明治の初期にはどのようなことが起こったのでしょうか。明治政府の役人になっ

たつもりで維新というクーデター直後の日本をどう設計するかという立場で追うと

なんとなくわかる感じがします。江戸時代、日本には和算があり明治初期にも和算

家が活躍していました。しかし、洋学の一部として洋算があります。程度はともあ

れ洋算は航海術とか軍事技術とかの応用が得られるようだという認識があったよう

です。また、「伝統を持たざる、ÅÅÅÅÅÅ論理的なる証明幾何学が、西洋の算術および
代数に比して、輸入の後れたこともまた当然であった。事実われわれは明治四年ま

でに証明幾何学に関する相当なる邦書の出版を見出し得なかったのである」［5］とい

うのもうなづけることでしょう。つまり、和算の文脈で洋算をみるとき、芸や技と

いうよりも論理構成に主眼を置いている部分がみえにくく、日本では幕末から「和

魂洋才」のように特に軍事技術への応用に目が向けられていたのです。

文部省は、和算家、高久　守静（1821-1883）に命じて和算による「数

学書」を書かせて小学校用教科書として採用したのであるが、３ヵ月後

の 1872（明治 5）年 8月学制頒布に際し和算を全廃して洋算を専用する

ことに定めてしまった。［6］

文部省はこの年、アメリカ人スコットを東大の前身である大学南校から師範学校へ

転じさせ、教育方法や算術、英語などを教えさせます。菊池などが留学している間

の大学教育は、このスコットらのような「お雇い外国人」が担ってました、日本人

のみで教授陣営を整えられるように学問を移入するという目標で外国人を教授とし

て雇ったのです。あとで話題となる数学教育改良運動のペリーも東京大学工学部の

［5］小倉金之助,1974『数学教育の歴史』（勁草書房：小倉金之助著作集６）p.222
［6］黒田孝郎,中谷太郎,1960「わが国における数学教育の歴史」（『現代教育学９　数学と教育』岩波所
収）p.19
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前身である工部大学校で土木工学を 1875-1879年の間教えていました［7］。

しかし、明治 6年 5月には、「教則中、算術は洋算算術とあれども、和算をも課す

る意義にして」と文部省は発令し筆算珠算を併用させます。これは小学校の教員が

甚だ少なかったのみならずひとりも筆算、つまり洋算を知っている人がいないとい

う地方もあった。つまり、実施しようにも実施できない状況であったのです［8］。

17.3 中学校の数学教科書

では、中学校の数学はどうだったのでしょう。夏目漱石［9］は、「吾々の時代に成っ

ても、日本人の教師が英語で数学を教えた例がある。」と言いますし、正岡子規は、

「予備門に入学してから最も困ったのは数学であった。数学の時間に教師は英語で説

明した。・・・・・・つまり数学と英語と二つの敵を一時に引き受けたため、学年試験に幾

何で落第した。」［10］

これらからもわかるように、初めは英語で書かれた教科書を輸入し、当時はコピー

がありませんでしたから、それをもとに日本で活字を組んで刷り増しをして出版し

たものが教科書となっていたようです。一方洋算家は原書の翻訳を行って、訳す横

から手の出るように「一冊出ると引張り合ひで謄写する」［11］ような状況であった

ようです。根生誠さんがこの当時の算術の教科書の使用状況を克明に調査された結

果によれば、「10年代の前半はロビンソン等の原著が多く、後半からは神津、田中

らによる翻訳書・部分訳および原著が多く見られ、また明治 20年代には寺尾，上野

らの理論算術書の散見される。さらに明治 30年代は藤澤の教科書が主流になってい

る。藤澤によると，三千題流の教科書も相当用いられたようだが、本調査ではそれ

程見られなかった。」［12］　

【　問題　】

［7］丸山哲郎,1972「訳者解説」（ペリー,クライン『数学教育改革論』（明治図書））
［8］遠藤利貞,1960『増修　日本数学史』初出、『数学と教育』（前出の『小倉金之助著作集５』）p.185
［9］『学生』（明治 44年１月号）前出の高梨　 p.114 による。
［10］子規全集第８巻（改造社）から、副島羊吉郎,1978『数学ぎらいはなぜ生まれるか』（講談社）p.17
へ引用されたもの。
［11］前出　小倉『数学教育の歴史』p.227
［12］根生　誠「明治期中等学校の数学教科書について (1)算術編」『数学史研究』（通巻 152号 (1997))
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1. 香港が 1997年に中国へ返還されましたが、それ以前、イギリスの植民地であっ

たため華人学校を除いて数学は香港の中学校では英語で教えられていました。

1988年に偶然ヨーロッパの列車のコンパートメントでご一緒になった香港の

数学の先生から本文中に紹介した正岡子規のような経験を持つ中学生が多い

と伺いました。訳すための基盤がないために英語などの外国語で数学の授業を

行わざるを得ない国もあります。幕末から明治の時代に数学の術語として漢語

をあてて日本語の数学書を作ろうとした功績は大きいと思えます。その反面、

関数が英語では function（機能）であるなど英語の語感に較べてどうしても

硬質となっている例がみられます。調べて見て下さい。
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Chapter18

３つの国定教科書

18.1 黒表紙の時代

小学校の算術の教科書の国定化は明治 36年に立法され、37年に実施されていま

す。それは教科書会社の競争の過熱からくる大規模な贈収賄事件だったということ

は少し意外な感じがします［1］。この国定教科書は、時期によって３種類あって、そ

の表紙の色から、黒表紙、緑表紙、水色表紙と呼ばれています。

中学校のものは、国定ではなく依然検定制でしたが、小学校の国定教科書が改訂

されるのに合わせて、いまの学習指導要領に当たる「中学校教授要目」が改訂され

て、当然教科書もそれに応じた変化を見せています。そこで、小学校の国定教科書

の通称を用いて時代をあらわすことにしましょう。

「中学校教授要目」は明治 19（1886）年に制定され、1902年に改訂、1907年に義

務教育が 4年から 6年になったことに伴う修正、さらに1911年に改訂されて 1912年

に実施されています。なお、1918年にあとに述べる改造運動の反映した修正、1924

年には「改正度量衡法」に伴う修正がなされています。1886年のは、明治 10年代

後半の原書、翻訳書の時代ですが、1902年と 1911年のものが、黒表紙の時代の教

授要目と言えます。この「黒表紙」は菊池と藤澤が編集に当たっていますが、中学

校の教科書や数学教育に関する講義や著作などにもこの２人の考えが多くの場面で

反映されています。２人の影響の強い時期であると言えます。

「もともと、初等教育と中等教育は、西欧の伝統においては全く無関係であっ

［1］松本清張『小説　東京帝国大学』（新潮文庫）p.344-345
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た。・・・・・・ところが、このような歴史的背景を持たないわが国においては、かなり安

易に両者の理念を混同してしまった」［2］と戦後の批判がなされていますが、戦前の

中学校への進学率は 2割程度であったのですから、いまの大学への進学率よりも限

られていると言えます。藤澤は理論算術に対抗する論の中で、数学者を育てる方法

と一般の人のための普通教育で行われるべき方法との区別を指摘し「算術に理論な

し」と主張しました［3］。

菊池は分科主義をとり、

（AB ＋ CD）2 を代数式のごとく心得、これを代数的に展開して

AB2+CD2 + 2AB・CD とし、もって定理の証明とするがごときは言語

同断［4］

としました。また、1886年の要目で中学１年にあった「幾何初歩」は、アメリカ経

由のヘルバルトやペスタロッチの「開発主義」影響の濃いもので「其論法の大いに

異なるのみならず、その論ずる所の事物に付て、生徒の思想未だ明瞭成らず」とい

う存在意義が主張されていたものですが、藤澤の「徹頭徹尾厳密なる論理法に拠ら

ざるべからざるなり」という主張によって 1902年の要目で、廃止されます。恐らく

有効な実践が制定以来なされないままだったでしょう。1911年のものでは分科主義

はかなり弱められましたが、学年配当の大筋には変更がなく、要目は詳しくされま

した［5］。1902年のものと、1911年のものとを表の形で比較すると次のようになり

ます。

18.2 形式陶冶の否定

ヨーロッパではリベラル・アーツの伝統がありますが、ユークリッド幾何の扱いは

ギリシャやラテンの古典語の学習と並んで重視されていました。言語や教養の基本

である古典語、論理的思考の基本であるユークリッド幾何を学ばせれば、他の分野

にも訓練が転移して効率がよいという形式陶冶の考えです。Thorndike などの「教

［2］平林一栄,1982「一般陶冶としての数学教育」（日本数学教育学会第 16回数学教育論文発表会）
［3］藤澤,1895『算術条目及教授法』を、杉山吉茂,1978『数学科教師をめざす人のために』（一ツ橋書房）
からの引用。
［4］『幾何学講義』（1898）
［5］前出の中谷,黒田による
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表 18.1: 黒表紙期要目の幾何分野の比較
　　 要旨 ３年 ４年 ５年
1902 数学は数量の関係を明

にし。計算に習熟せし
め兼ねて思考を精確な
らしむるを以て要旨と
す。

緒論
直線
円

円
面積
比例

比例
平面
多面体
曲面体

1911 数学は数量に関する知
識を与え計算に習熟せ
しめ、応用を自在なら
しめ、兼ねて思考を精
確ならしむるを以て要
旨とす。

直線
角
平行線
直線形
三角形
平行四辺形
円

比例
比例線
相似形

平面
平面と直線
二面角
立体角
多面体
（後略）

育測定運動」による実証的なデータがこれを否定することになります。彼の“The

Psychology of Algebra”が出版されるのが 1928年ですからちょうどこのころにな

ります。

また、教えかたも暗記することに重点が置かれています。1830 年にアメリカの

Yale 大学の数学の授業ではどのようなことが行われていたか［6］を調べるとかなり

衝撃的なことがわかります。

また、ヒルベルトの『幾何学の基礎』は、ユークリッドの体系も完全ではなかっ

たことを示している訳で、特にアメリカのMoore などによる批判へ影響を及ぼして

います。

このような時代のなかで、日本でも要目に沿いながらの先進的な実践や翻訳・紹介

がなされていきます。　林　鶴一,1905『新撰幾何学教科書』や、黒田　稔,1916『幾

何学教科書』　は、直感的・実験的方法、代数的方法を加味したもので、図形の求積

が単なる計算の応用としてのみ行われた時代では画期的なものとされます［7］。また、

大正 4年に文部省が出版した『新主義数学』はドイツの Behrendsen und G°otting

［6］潮木　守一,1986『キャンパスの生態誌』（中公新書）
［7］前出の中谷,黒田
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編による本を、森　外三郎に嘱託して翻訳したものです。また「数学教育改造運動」

を紹介している 小倉金之助,1924『数学教育の根本問題』［8］は大きな影響を与えま

した。「改造運動」の詳細については節を改めて紹介することにしましょう。

18.3 数学教育改造運動

数学教育改造運動、つまり数学教育の近代化の試みは 19世紀末から 20世紀初頭

にかけて行われていますが、イギリスでは Perry、アメリカでは Moore、ドイツで

は Kline が代表的な人物とされています。

ペリーは前章にもあるように明治の日本で工部大学校の土木学の助教師も勤めた

こともある工学者でした［9］。当時は珍しいものであった方眼紙を積極的に使用し、

方眼紙を安く作るということも仕事のうちとしたそうです。彼の本の翻訳［10］が出

版されています。現代の目には普通の教科書のように映りそうですが、当時のイギ

リスにとっては急進的な内容でした。彼は働きながら工学を学びましたが知らない

記号、
dy

dx
;

Z
の知識を得ようとしましたが、彼の前には受験テクニックで彩られて

実用からはかなり遠ざかった練習問題がたちふさがっていたのです。そのような自

分の体験を活かして、彼の講義や本には科学技術上の例が多くあげられ、初学者に

概念の理解をよくさせるのはどうしたらよいかという工夫がなされています。「子供

たちをして、実験・実証・実測・その他できる限りの方法で、論理を適用しようと

する物事の観念に親しませること。その上に学習する題目について充分の興味をも

たせることにある。」のです。

Moore はアメリカ数学会の会長でした。純粋数学者としてペリーの提案に賛同し

て、代数・幾何・物理などの科目の間の高すぎる壁を崩すことを提案しました。「実

験室法の主要なねらいは、すべての生徒に研究調査の真の精神を明らかにしてやり、

科学の基本的方法を、理論的にも実際的にも明瞭に示してやることにある。」

Kline は『高い立場から見た初等数学』［11］を著しています。そのアイデアは「メ

ランの要目」に影響を与え、これに基づいて書かれた本が『新主義数学』の原著な

［8］前出の小倉金之助著作集の第４巻として収められている
［9］以下、小倉「現代数学教育史」（著作集６所収）に負う。
［10］武田楠雄訳編,1959『技術者のための微積分』（森北出版）
［11］東京図書から翻訳が出ている
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のです。「数学の意義、内容、数学の教材、そういうものは絶えず時代の進歩に伴っ

て行かなければならない。それにはいたずらに保守的に、旧式なものにとらわれて

はいけない。」とその思想を小倉は紹介しています。

なお、平林一栄さんは前掲のなかで、「ペリーはその根底に民衆教育の理念をしっ

かりふまえた工学者であったが、クラインは根っからの数学者であり、たとえ数学

教育上で相通ずるものをもっていたかにみえても、両者の数学をみる眼には自ずか

ら異なったものがあったと言うべきであろう。」と指摘されていますが、注目するべ

き区別と思えます。

18.4 緑表紙の時代

このような世界的な改造運動の流れの日本への影響は、緑表紙が 1935年（小学校

１年）から 1940年（小学校６年）にかけて出されるの及んで決定的となります。

当時文部省図書監修官であった塩野直道（1898-1969）は次のように

みている。一般教育会はどうであったかというに、高等師範、府県師範

の付属小学校を中心に、その他特別な公立小学校、幾つかの勝れた私立

学校の教員たちは、外国の数学教育の改革運動に刺激されて、相当進歩

的な意見をもち、或程度実践を試み、研究会、発表会を開き活発な動き

を示したところもあった。・・・・・・改訂を必要とする理由ときわめて大ま

かな改定の方針をまとめて上司に提出したところ、編纂主任の中村兎茂

吉氏はこれは改訂ではなく新編纂の案だといい、塩野に編纂の命が下っ

た。［12］

このようにして、「尋常小学算術は、児童の数理思想を開発し日常生活を数理的に正

しくするやうに指導することに主意を置いて編纂してある」［13］国定教科書が生ま

れました。この時期に対応する中学校の教授要目は、この教科書に先立つ 1931年に

改正されたものです。その立案趣旨には、つぎのようなことが書かれています。「幾

何は第１学年（幾何図形）に於て直観的に扱い立体図形に関する事項の如きまで至

らしむるものとす。空間的観察力の養成を必要と認めたるによる。斯くするも厳密

［12］小倉金之助,黒田孝郎,1978『日本数学教育史』（明治図書）p.61
［13］教師用書の凡例
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なる理論を教うるにあらざるを以てこの程度において困難にあらず。かつまた多く

の時間を要せざるなり、第２学年に於て比例、相似形に及ぶ。・・・・・・第５学年に於て

は立体幾何学の大体を論理的に授け、さらに三角法とその応用を授くることとせり。

三角法は測量など種々の応用の広きが故に応用なる語を入れて注目を促せり」［14］。

しかし、中谷によれば、「羅列された図形にかんする用語を覚えるくらいが精一杯

で、あい変らず入学試験準備のため補助線のひき方に没頭するというのが幾何教育

の実情」であったそうです。

なお 1919年、現在の「日本数学教育学会」の前身である「日本中等教育数学会」

が組織され、中学校で関数の変化を扱うこととか、そのグラフとかを教えるよう改

良案を提案していました。しかし、小学校での改造運動の影響にくらべると中学校

でのそれは「微温的」［15］と評されるものであったようです。

18.5 水色表紙の時代

緑表紙『小学算術』が完成しないうちに、日華事変が始まり日本は戦争への泥沼

を突進していきます。1940年、日本中等教育数学会の第 22回総会で「数学教育の改

正」が取り上げられますが、戦時中ということもあって、東部（東京文理科大学）、

中部（大阪大学）、西部（広島高等師範）と集まって協議を継続することとなりま

す。こうして刷新された中学校教授要目が公表されたのは、アメリカとの戦争、太

平洋戦争の開戦のあとの昭和 17年３月のことでした。要目は面白いものですが、当

時の中学校は勤労動員などで恐らく勉強どころではなかったでしょう。

　

【　問題　】

1. 戦前の教授要目［16］を明治のそれと対照してみてください。

2. 昔の教科書などがどのようなものであったかを調べるためには、東京書籍（株）

［14］小林善一,井上義夫,1957『数学教授法』（共立：基礎数学講座 12）p.10
［15］前出の小倉,黒田 p.42
［16］小倉金之助,黒田孝郎,1978『日本数学教育史』（明治図書）pp.47-48,pp.72-75　に詳細な記述があ
ります
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表 18.2: 戦前の要目の比較
　　 要旨 １年 ２年 ３年 ４年 ５年
1931 数学は数量に

関する知識を
授け計算に習
熟せしめ思考
を精確ならし
むるを以て要
旨とす。

整数
小数
分数
正負の数
一次方程式
幾何図形

二次方程式
直線形，円

分数方程式
比例，相似
鋭角三角関
数

（増課）
基本教材の
補充
級数，対数

（増課）
平面及直線
多面体
曲面体
三角関数及
其応用

1942 理数科数学は
・・・・・之を国民
生活に活用す
るの修練を為
さしめ数理思
想を涵養する
ものとす。

統計的処理
文字の使用
正負の数
一次方程式
測量測定
基本作図
対称と回転

整式分数式
平方根
二次方程式
平行と相似
直角三角形
円と球

多項式
不等式
対数
軌跡
円運動
三角関数

箇数の処理
級数
区分求積法
投影図
球面図形
図形の切断

函数の変化
統計図表
円錐曲線
力と運動

の「東書文庫」が便利です［17］。また、国立教育研究所付属図書館［18］もかなり

の蔵書をもっていますし、諸外国の教科書に関しては、「教科書図書館」［19］。

本格的な研究にはこれらの場所を知っておくとよいと思います。

3. 例えば、スタンダールの『赤と黒』（講談社文庫など）のジュリアンが家庭教

師としてデビューする場面には聖書の暗記が重要な役割を果たしています。こ

のように文学作品から具体的な例を探してみてください。

［17］東京都北区栄町 48-23　 JR京浜東北線王子駅あるいは都電栄町下車。平日の 9:30-16:30。
［18］目黒区下目黒 6-5-22 　 JR山手線の目黒駅からバスで目黒消防署下車。これも平日の 9:30-16:30。
［19］新宿区本塩町 20-2　市谷駅から雪印の北隣が大体の目標です。
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Pell 方程式ì ê
ax2 Ä 2hxy + by2 = c の整数解 (x; y)を求めるとき、この方程式があらわすグ
ラフは二次曲線ですから、楕円ならその領域は有限ですから解はあっても有限
個です。
双曲線となるものについては、x2 Ä Dy2 = 1(Dは平方数ではない）　の形のも
のは　Pell　方程式と呼ばれています。この最小正根 (x1; y1)をみいだすこと
ができれば、

xn + yn

p
D = (x1 + y1

p
D)n

も解なのです。
一次変換、(xk; yk) ! (xk+1; yk+1) の固有値、固有ベクトルと、方程式があら
わす双曲線の漸近線とを調べてみてください。í ë
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Chapter19

戦後の学習指導要領

19.1 試案の２文字

昭和 20 年の 8 月 15 日に日本の敗戦によって太平洋戦争が終わるわけですが、

6-3-3-4 という新制の修業年限をもつ小学校から大学までの校種となり［1］、義務教

育は中学までになりましたが、戦後の高度経済成長のなかで高校への就学率は増大

し 95％を越えるようになってきています。

小学校と中学校と高校とには学習指導要領が定められてそれに沿った検定済教科

書を学校は使っています。しかし、昭和 20年代と 30年代以降では学習指導要領の

持つ性格が微妙に違っています。前者には「学習指導要領（試案）」であったのが、

「学習指導要領」となり、後者には「法的拘束力」があると主張されています［2］。

高校は高率の進学率にも拘らず入学試験があるので、そのいわゆる「偏差値」に

よって生徒は輪切りをされて、学校間の格差は公然とではないまでも存在していま

す。また、大学への進学希望者を多く抱える高校では、指導要領・教科書による教

材範囲の規定のの他に、大学入試の出題範囲にも多かれ少なかれ左右されるように

なってきています。

しかし、当時の教育思潮を指導要領はある程度反映し、かなりの拘束力を持って

授業を規定してきたことも事実で、指導要領の変遷をみることは、戦後の数学教育

［1］1947年の教育基本法
［2］昭和 30年代のもの以降には指導要領の解説である『小学校　算数指導書』『中学校　数学指導書』
『高等学校　学習指導要領解説　数学編』などが発行されているので、官報などを置いている大きな書店
で最新のものを手にすることができる。
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をみる上で重要な作業であると位置付けることができるでしょう。

19.2 生活単元学習

昭和 20年代の学習指導要領は、復刻合本されたものが出ています［3］が、日米講

和条約が結ばれるのが 1951年で、敗戦からそれまでは日本はアメリカの占領下にあ

りました。占領軍の文部行政のスタッフには「進歩主義」の教育学者が多く含まれ

ていました。「教育方法」などの講義で聞かれるように、J.Dewey などを中心とする

社会のシミュレーションとして学校をとらえ、学校での活動がどうあるべきか考え

るグループです。こうして「生活単元学習」が、昭和 20年代の特徴となったのです。

数学を学ぶのに、社会で数学が使われる場面から入ります。そのような動機付け

や応用可能性への着目にはみるべきものがあるのですが、これも現場でこの思想が

どのように理解消化され実践されたかという問題があります。そして、すべての内

容を社会で使われる文脈に配置することが可能である保証はありませんし、社会で

使われる場面による教材の配列が、数学を学ぶ上で効率のよい配列であるとは限ら

ないのです。国立教育研究所の久保舜一は、「学力は一年以上の低下を示している」

との調査結果を発表［4］しました。

19.3 系統学習

昭和 33年の指導要領［5］の文部大臣名による前書き［6］に、「基礎学力の充実と科

学技術教育の向上を基本方針の一つとした。これらのことに深いつながりをもつ数

学の使命は、まことに大きいと言わなければならない。・・・・・・いっそう系統性をもた

せ、基本的な事柄を徹底して学習ができるように努めた・・・・・・」とあります。これ

までの「生活単元学習」に対して「系統学習」とこの指導要領の特徴は呼ばれてい

ます。緑表紙の時期への復帰が期待されたのでした。

一方、民間では、1951年数学教育協議会が発足し、生活単元学習などの「新教育」

を遠山　啓などが批判していきます。1962年の毎日新聞の連載『算数に強くなる』

［3］国立教育研究所内戦後教育改革資料研究会（編）『文部省　学習指導要領』（日本図書センター）
［4］久保,1952『算数学力　学力低下とその実験』（東京大学出版会）
［5］昭和 37(1962)年から実施される。
［6］実際の執筆は当時の文部省事務官であった中島健三であった。
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で一躍「水道方式」が有名になっていきます。

この文部省の指導要領も水道方式も、「新教育」への批判であって、共通する部分

があるように思います。しかし、不思議なことに、公職追放により野に下った塩野

直道が 1962年『水道方式を批判する』（啓林館）、伊藤武が日本数学教育会［7］会誌

の『算数教育』［8］で、「水道方式批判」を書くと言ったように仲がよいとは言えな

い関係が長い間続くことになります。

そのひとつとして、政治的な理由。つまり朝鮮戦争の勃発による占領軍の姿勢の

微妙な変化。民間教育団体が多くは労働組合の教育研究活動と密接な関係を持ち、

文部省と関係を持つ日本数学教育会との間に、革新・保守の対立の図式が生まれた

こと。それが 1958年の日教組勤務評定阻止全国統一行動などによって対立が決定的

になり、政党の自民・社会の対立をそのまま戦後引き摺っていったという見方があ

ります。さらに、新聞への連載でマスコミをバックにした民間教育団体の勢力に文

部省がおそれを抱いたという説も成り立ちえましょう。しかしそう言い切ってしま

うことによって、理論的な対立を見過ごしてはならないと思います［9］。

19.4 現代化とその後

1957年、ソビエトはスプートニク 1号を地球の人工衛星とすることを人類史上初

めて成功します。戦後の２つの大国、アメリカとソビエトはそれぞれ資本主義陣営、

共産主義陣営を代表する立場をとって特に軍事力で対立していましたから、これは

アメリカにとってかなりショックなニュースでした。これで、ソビエトが世界のど

こにでもミサイルを打ち込める技術をもっていることが示されたのです。アメリカ

は科学技術でソビエトに優位に立っていると思っていましたから、全面的な建て直

しを試みました。教育の面では、Bruner の『教育の過程』が有名です。「どの年齢

のだれに対しても、どんなものでもそのままのなんらかの形で教えることが可能で

ある」［10］

アメリカはこれをきっかけに、軍事予算に準じるという優先度をつけて潤沢な予算

［7］日本数学教育学会はこの名から改名している。
［8］Vol.44 No.8(1962)
［9］割合に関する考えや暗算の扱いなど、小学校の算数に関することが多いのでここでは深入りしませ
ん。
［10］J.S.Bruner,1961/鈴木・佐藤,1963『教育の過程』（岩波）
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を教育の開発につけます。そうして生まれたのが School Mathmatics Study Group

で、その名の先鋭的な一連の教科書を作りました。このグループには数学者も動員さ

れ、現代数学の立場から教材開発の提案をしています。その結果、集合などの New

Math を早期から扱うという特色を持つようになります。これの影響を受けたのが

1969年に告示される中学校学習指導要領です［11］。

次の引用［12］は、日数教（日本数学教育学会）と数教協（数学教育協議会）の違

いを当時の数教協からの視点として注目すべき記述です。「日数教では、数学教育を

現代化しなければならなくなった要因を、アメリカなどの動向を研究し、現代数学

の著しい発達と科学技術の躍進にあると規定している。そしてつぎのような見解を

とっている。現代数学の公理主義と抽象性が数学そのものの発展を促進し、現代技

術躍進の原動力となった。数学の応用も広範囲になった。この新しい時代に即応で

きるような内容と方法をもった数学教育に改革しなければならないと考えている。

一方、数教協はペリー・クラインの改造運動を近代化と位置付けて、教育の現場か

らでてくる矛盾や要求、積極的な授業研究の成果を検討して、それらを解決するた

めの新しい方法と内容を小学校から積み上げていく必要を指摘し、現代数学とマク

ロな発達としての数学史、そして児童心理学を３つの柱に据えた。」

数教協の大会の基調は次のように変ってきています［13］。

　　　 1950年代：生活単元学習批判

　　　 1960年代：［前半］量・水道方式などの研究

　　　 1960年代：［後半］一貫カリキュラム

　　　 1970年代：楽しい授業

　　　 1980年代：人間のための数学

　　　 1990年代：数学でみる世界の姿

この初めの３つは松田の指摘と見事に一致しています。

1970年に中学校の学習指導要領が改訂されます［14］「望ましい数学的な考え方を

いっそう強調するために、新しく次のような総括的な目標が付け加えられた。『事象

を数理的にとらえ，論理的に考え，統合的，発展的に考察し，処理する能力と態度

［11］高等学校のものは 1970年。
［12］松田信行,1981『戦後日本の数学教育改革』（明治図書）pp.23-25,114-115を一部改変。
［13］数学教育協議会の記念誌『不惑の迷い　数学教育協議会 40年の歩み』（1992）p.40
［14］高校は 1972年。
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を育成する。』」［15］1970年代の指導要領は New Math を多く盛り込んだものでし

たが、この内容について多くのマスコミからの批判がありました。また、1970年こ

ろは日本全国で日米安保条約の継続の是非、大学のありかたへの疑問などをきっか

けに大学紛争が行われた時期でした。その鎮静化のあとには、学生・生徒の無気力・

無感動が 1970年代に指摘されました。そのなかで高校では「授業が成り立たない」

という現象が起こりました。一言で片付けるのは気が引けますが New Math の影響

で高度になった教科内容のなかで、テスト学力で輪切りにされた高校で、高校生は

無力感を覚え、そのフラストレーションが、授業妨害や不参加の形となってあらわ

れたのです。このような状況のなかで、授業のなかにわかること、楽しいこととい

う救いを求め見出す教師がいて授業実践や研究が行われたのが数教協の 70年代と言

えます。

1977年に中学校の学習指導要領が改訂［16］されますが、これのもとになった 1976

年の教育課程審議会答申には、

　　内容を精選してゆとりのあるしかも充実した学校生活

　　高等学校の大部分の青少年を教育する国民教育機関としての性格

などの言葉がみられるが、「ゆとり」のスローガンのもとに 1969年/1970年の指導

要領での新教材が再検討されて、高校での必修の内容が大幅に削減さました。数学

の教科のなかに、数学 I、基礎解析、代数・幾何・・・・・・などの科目が設けられまし

たが、そのうち必修であるのは数学 Iの４単位のみとなりました。これは、実質上

の義務教育となった高校の進学率の高さを利用して、高１までを義務教育とみなし、

あとは「個性に応じて」の選択に任せるとされました。

1989年に中学校・高等学校ともに学習指導要領が改訂されますが、高校では 1次

変換の削減など教材内容の軽減化がさらに進み、その代りに情報化のスローガンの

もとにコンピュータなどの利用がより積極的に行われるようになります。場合の数

が数学 Iに、複素数平面が数学 Bに入っているのは、1970年代に実施されていた

ものの復古という印象があります。平面幾何も数学Aに入っていますが、これには

ノーベル化学賞授賞者の福井謙一氏の鶴のひと声によるものと話題にもなりました。

科目の編成は、数学 I,II,III,A,B,C となってアルファベットの科目は、「４単位程度

［15］文部省,1970『中学校指導書　数学編』（大阪書籍）
［16］高等学校は 1979年。
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をようするが、標準単位は２単位であり、・・・・・・（内容を）適宜選択させる」と４つ

のうちから２つをつまみ食いする。つまり、教科書１冊全部は教えないというこれ

までの教科書の使い方とは全く違うスタイルが特徴となっています。

19.5 国際数学教育調査

国際数学教育調査は、1964年に第１回、1980-82年に第２回、1994-95年に第３

回の調査が行われています。これは、計算・理解・応用・分析などの認知的領域の

他、情意的領域［17］に関する調査も含まれています。その結果として［18］

算数が好きな小学校 3・4年生は 7-8割いるが、中学校にかけて減少し、中学校 1・

2年では 5割になってしまう。同様に数学が楽しい生徒も中学校にかけて減少する。

などが報告されています。

1989年改訂の日本の学習指導要領では、「課題学習」が登場しています。これは

次に紹介する 1987年 12月の教育課程審議会からの答申を踏まえています。

(2)自ら学ぶ意欲と社会の変化に主体的に対応できる能力の育成を重視すること。

(3)国民として必要とされる基礎的・基本的な内容を重視し、個性を生かす教育の充

実を図ること。

この課題学習に関して様々な提案がなされていますが、「果たして課題学習として１

つに括れるものかという疑問」さえ感じます［19］。

また、認知的領域では、計算は強いが応用が弱いという傾向が指摘されています。

アメリカなどでは、逆に計算力が低いようです。「中 1集団では・・・『計算』『応用』

の成績がよく、『理解』『分析』の２領域ではやや劣っている。・・・高 3集団では・・・

『計算』の正当率が高く『理解』『分析』は低い」［20］日本ではこれまでみてきたよ

うに学習指導要領で基準が設けられていたのですが、国家が基準を設けていなかっ

たイギリスでは National Curriculum, アメリカでは Standard と指導要領のような

ものを作るということがおこりました。しかし、これらは日本の指導要領に学んで

はいるし似てはいても指導要領とは別ものです［21］。このような動向をも踏まえて

［17］例えば、B.S.Bloom,1976/梶田・松田訳,1980『個人特性と学校学習』（第一法規）
［18］国立教育研究所,1996『小・中学生の算数・数学，理科の成績』（東洋館）など
［19］正田「中学校数学における評価としての課題学習」（『教育方法研究』Vol.20(1994)）
［20］国立教育研究所,1981『中学・高校生の数学の成績』（第一法規）pp.3-4
［21］浦野東洋一「日本の教育と英国のナショナル・カりキュラム」永井憲一編,1991『新学習指導要領と
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これからの推移が注目されるところです。

19.6 個性とは何か

トフラーの言うように、１万年前の農耕、300年前の産業革命に続く 50年前から

の高度情報社会化をもらたす第３の波は、教育に規格にあった工業製品のような到

達水準［22］を要求しなくなるかもしれません。そのかわり、「頻繁な作業変更はもち

ろん、目が回るような配転の連続、製品の変更、組織替えに耐え」る柔軟性をもち、

「責任感が強く、自分の仕事と他の作業者との仕事の関連を理解し、広範な仕事をこ

なし、・・・・・・周囲の人間ときめ細かに調和できる」［23］ことが要求されるでしょう。

従って、次のようなことが指摘されます。「第３の波の会社は、機械的に反応する者

ではなく、判断力や豊かな能力のある労働者を必要とする。・・・・・・いまなお反復的な

仕事に向く第２の波の労働者を生産しようと力を入れている学校は、現在の教育方

法を次第に転換する必要がある。」［24］ここでは労働の側面のみを紹介しましたが、

実は無給の仕事から成り立つAセクターと市場を通じて交換されるBセクタ［25］と

の２つの経済部門を考えることによって、トフラーは未来社会を予見しようとして

います。

ある本［26］の「はしがき」に次のようなことが書いてあります。「20世紀後半の

世界に活動する日本人に必要な数学として，私は一応「微分方程式まで」という線

を引いてみた．」実はこの水準は著者自ら「それはすばらしいことであろうと思う」

と言うように必ずしもすべての生徒に実現可能とは思えない理想論ですが、確かに

このように線を引いてみると、中学以来の「文字」の威力も「分析と総合」の手法

も、虚数によって無関係にみえていた指数関数と三角関数の統合も眺めることがで

き、これからの道のりはあるものの、山の頂上にたったみとおしが得られます。こ

こで、一番初めの章にかいた「日常生活の質」を思いだしていただきたいのですが、

このような余暇の側面でも必要となる柔軟で広範な資質を、あるいはその資質を必

教師』（エイデル研究所）
［22］A.Toèer,1980/徳岡孝夫 訳,1982『第三の波』（中公文庫）p.50-51
［23］同書 p.503
［24］同書 p.461
［25］同書 p.354
［26］遠山　啓,1959『数学入門（上）』（岩波新書）

137



要に応じて得る可能性をどのように学校が保証できるでしょうか。教育課程、特に

必修の科目をみるうえで、これがどのような世界を与えうるかを考えてみましょう。

高校数学の唯一の必修は数学 Iですが、二次関数・図形と計量・個数の処理・確率

となると、敢えて一言で言おうとすれば、修業年限が 1年長くなった昭和 33年の指

導要領。教育課程があらわそうとしている数学文化はどう読めるのでしょうか。

1977/1979,1989と２つの指導要領では、「個性に応じて」ということがキーワー

ドとなっています。この個性と言う言葉は魅力的に響きますが、安易に使うと危険

な言葉でもあります。藤田は“尊厳としての個性”と“可能態としての個性”とを

概念的に区別する必要性を指摘して［27］、日本の学校の基本的特徴としての「個人」

とは区別される「間人主義的個性観」［28］をもとに習熟度別学級編成の是非を考察

しています。

エリクソンは自我同一性の形成と確立を青年期の課題としました［29］。中等教育

での「自分探し」［30］にとって、私も執筆者として企画に参加した本［31］の目次構成

は、自画自賛で恐縮ですがなかなかいい線いってると思います。数学の題材を使って

自分の表現をしようとし、自分の活動によって数学的な構造を解明しようとし、さ

らに現実世界に関わりを持つ数学をみて、数学の構造を自己のなかで味わうといっ

た、数学という教材の自己のなかへの取り込みが意識されているのです。このよう

な、発達や社会化の側面と教材のもつ順序性とが学校での活動のなかでうまく噛み

あうようなプランが教育課程に望まれましょう。

　

【　問題　】

1. 中島健三,1979「わが国における算数・数学教育の歴史と現状」p.145　（赤摂

也編『算数・数学教育の理論と構造』（教育学講座：学習研究社））の表５にあ

る内容について昭和 22,23,26,33のそれぞれの指導要領での配当学年の変化を

調べてみましょう。

［27］藤田英典,1997『教育改革』（岩波新書）p.48
［28］同書 pp.150-151
［29］E.H.エリクソン,1967/岩瀬庸理訳,1973『アイデンティティ　青年と危機』（金沢文庫）
［30］例えば、竹内常一他編，1995『講座　高校教育改革』（労働旬報社）
［31］野崎昭弘,1995『数学の窓の開けかた』（東京書籍）
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2. 戦後の指導要領で中 1の幾何にはどのようなものが含まれているかその変化

を調べてください。

109ページ参照

このTEXソースは 49ページにあります。
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Chapter20

あとがきにかえて

20.1 本を書くこと

ソクラテスは本は思考を破壊すると言ったそうです。「ソクラテスは弟子と交わし

た問答形式の対話で有名である。そこでは、互いが相手の考えについて疑問をもっ

たり吟味したりする。・・・・・・聞き手は、その背後にある仮定を探り出すため、話をさ

えぎって質問してもよいことになっている。しかし本の場合では、著者が本と一緒

について回るわけにはいかない。本に返答させるなど不可能なのだから、質問がで

きるはずもない。」［1］

これは、授業という対話にも言えることです。プリントを時間の初めに配ると、生

徒はそのプリントが示している授業のレールに乗っていかないとならないのかなと

いう気になってしまいます。そうなると、話を聞いているうちに出てきた疑問や思

いつきが授業に出しにくくなりますし、教えての方も生徒からの思わぬ返答に引い

たレールが邪魔になる場合があります。そんなことを避けるために、なるべく細か

な説明を抜きにして授業の素材だけのプリントにしてみたり［2］、B4版ではなくB5

版にして話題の範囲を狭くして、この後の展開が予想と違ってしまった場合、あと

のプリントを配らずに敢えて捨てることができるようにしたりの工夫をしています。

これもまたノーマンですが、「もしあなたが私と 1時間おしゃべりをしたいと思っ

たら、必要なのは 1時間という時間だけである。・・・・・・もしあなたが私の文章を 1時

［1］D.A.Norman,1993/佐伯　胖　監訳,1993『人を賢くする道具　ソフト・テクノロジーの心理学』（新
曜社）p.57
［2］これは、プリントの印象を強くするという効果もあるようです。
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間ほど読みたいと思ったら、私はずっと一所懸命働かなければならない。・・・・・・これ

は印刷された場合の 13ページから 40ページにあたる。これを書くのに私は 10時

間を要する。これくらいの原稿となると、書くのに 1ヵ月は軽くかかることもある

し、題材が複雑だったらもっとかかるだろう。」［3］もちろん、これを書いた経験か

ら大いにうなづけます。やっぱり、それなりに難行でした。

それにもかかわらず書こうと思ったのは、1時間の話をする準備のためであった

と言えるでしょう。この本のはじめの章に書いたように、東京電機大学での「数学

科教育法」のテキストを作るということにありました。ソクラテスは、何も持たず

に街へ出て問答をしましたが、私の方は準備にいろいろな本を積み上げて、これと

あれを持っていこうなんて思案を講義の始まる 30分前からソワソワとしています。

1時間、正確には 90分ですが、の話には、いろいろな資料や適切な例を盛り込みた

いと思います。しかし、その例がうまく思い出せなかったり、資料がスムーズに探

せなかったりする危険があります。もしあなたが、研究室に一人で訪ねてきてくれ

た気を長くして待っていてくれる人ならばよいのですが、90分という限られた時間

のなかで、良い例をポンとだすには、そのようなもたつきは禁物なのです。

いまなら、ハイパーテキストとかで、検索に便利な方法も開発されているのでしょ

うがそこまで凝る余裕はありませんでした。むしろ、電車のなかで他の道具なしで

手軽にパラパラと読める気軽さの方が好ましく思えました。それが、本を書こうと

する動機の第１です。

20.2 話すこと

昨今の大学では授業の講義要目（シラバス）を発行しています。そこに私は次の

ような「目的概要」を書きました。

数学科教育法の名を冠して語るべきこととしては、数学教育に関す

る諸思潮・諸理論の紹介、数学教育に関連する歴史・心理学・教育方法

学など、学習指導要領の解説、教材研究などを挙げることができる。そ

れらに比べてこの３単位に相当する時間はあまりに短い。

［3］ノーマン,1992/佐伯監訳,1993『テクノロジー・ウォッチング』（新曜社）pp.16-17
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そこで、これらのうちで教材研究、即ち受講者にとって既習の内容

を少し高い立場に立ち、教えることを意識しながら眺めてみることを中

心に据えて、他の要素をその中に織り込む。数学の教え手としての受講

者の腕が磨かれる時間でありたい。［4］

この本を書くに当たって将来の数学の教え手ではなくとも楽しんでいただけるよう

に念じたつもりですが、その成果の方にはちょっと自信がありません。

大体、この本の１章分が１回の講義に相当しています。ノーマンのよむスピード

に比べてかなり遅いようです。もちろん、読むことと講義とは違います。昔の講義

は、テキストを読み上げてそれを学生が筆記するってものだったらしいですが、ま

さかそんなことはしません。ちゃんとした印刷物が作れますから筆記する必要はな

く、学生さんが聞くこと考えることに専念できるということもこのようなテキスト

の長所でしょう。

私の頭の中にあることを話を介して聞き手のなかに芽生えさせる。頭の内容を複

写することができないのは、むしろ幸福というべきでしょう。聞き手なりのものが

芽生えて欲しいのです。話を仲介にするというところに一種の不効率を感じること

が、読むスピードに比べての遅さかもしれません。肉を食べてアミノ酸に消化して、

体内の血液循環によって運搬して筋肉を作ると同じように、教授マップ［5］を眺めて

いるだけでなくて、それに関する話がなければ意味がわからない、一度話すことを

経ないと内容が伝わらないって気がします。でも、受け手の側も送り手の側もその

情報は結局教授マップなのです。

さすがに、教授マップそのものでは、記録にはよくても読みにくくなりますが、

これを元に演習に書いてある資料をプリントにして一緒に考えたり、問題を解いた

り、書いてあることから脱線してみたり、具体例を付け加えたり、質問を受けたり、

討論をしたりが講義の中には予定されるでしょう。

［4］1997年度のもの。
［5］東洋他,1977『教育のプログラム』（共立：情報科学講座E・17・2）pp.54-61　実例としては、平田
啓一,1977『授業設計の演習』（平凡社）pp.17-28が面白い。
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20.3 授業の柔軟性とテキスト

じゃあ、いっそのこと実況中継や速記録のように、話すことをそのまま本にすれ

ばいいじゃないかという考えも出てくるでしょう。しかし、これは冗長であるとい

う他に、授業のレールが固定化される危険をはらんでいます。だいたい、「毎年同じ

内容を繰り返す、つまり、１回講義ノートを作ったら、一生それで間に合わす」と

か、「毎年黄色くなったノートにもとづき、一字一句違えることのないような細心の

注意を払って」とか［6］、「いつも教科書どおりの授業をする」というのはよく使わ

れる悪口です。

私は、講義要目の最後に、「以上のテーマは標準的な予定であって参加者の反応や

受講者などによって適宜変更する。」と書きました。毎年受講者も変りますし、私も

年齢を１歳ずつとっていくという点でもかわるでしょう。

1970年代の後半に林田遼右先生がNHKの『テレビフランス語講座』の講師をさ

れていたことがあります。そのテキストに、「テキストだけでもそれなりにわかる。

もちろん番組だけでもよくわかる。番組とテキストがあればもっとよくわかる」と

執筆方針が述べられていましたが、なかなかいいモットーだと思いますし、見習い

たいと思います。テレビの番組はいろいろなスタッフの人がいて、時間の制約も厳

しく勝手に話を脱線することは許されないこともあるでしょうが、標準的な話すべ

きことをテキストでおさえておいて、それをどうふくらませるかということを毎年

の学生さんを前に工夫することを楽しみたいものです。

20.4 大学の講義

昔の学生さんは講義にでないことを誇りとしていたようです。特に数学科の学生

さんは。図書館で本を調べて自分で勉強する。あるいは、「そこのところはもう知っ

ているから講義にでない。だいたい、最初の何回か出ていると講義の様子とペース、

そしていつごろにどこまでいきそうか察しがつくからネ。」多くの場合は、その科目

の内容を良く知っていると言いたくていきがっているだけか、実は単にサボリたい

だけだったりしますが・・・・・・。

いまの学生さんは出席率がよろしいようです。これは出席をとっていることもあ

［6］鷲田小彌太,1991『大学教授になる方法』（青弓社）pp.27-28
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りますが、授業をしてみせるということも内容ですから図書館でいくら勉強しても

仕方のない分野であるからかもしれません。「講義だけでももちろんわかる。テキス

トだけでもそれなりにわかる。両方あればもっとよくわかる。」といきたいところで

すが、テキストなしにはちょっときついしょう。いろいろな理由で欠席をせざるを

得ない人のために、「テキストだけでもそれなりにわかる」は実現したいと思います

し、一般の読者の方のために、「テキストだけでもそれなりに楽しめる」ことを努力

したつもりです。

なるべく、コンパクトにする工夫もしました。文献を書名と該当のページを脚注

に示す程度にしたり、「演習問題」に内容を押し込むこともしました。電車のなかで

パラパラとめくるのと、大学でのおつきあいとはこのところが違ってくるでしょう。

大学のありかたを考えるときに、大学の教員は講義の内容を本を書くことによっ

て世間に公表するべきだと思います。昨今のシラバス公表の流れはそれに合致する

ものだと思います。本を読んでこのような話をもっと詳しく聞きたいと大学を目指

す［7］のが本来の姿で、どの大学にはどのような教員がいてどのような話をするとい

うことが明らかにされるべきです。また、18-22歳という限られた年代のためだけに

学問があるわけではなく、大学の教員はその研究の成果を一般の社会人へ読みやす

く提供する義務があるでしょう。

このような考えで、これまでの高校・中学の教師としての経験をもとに、この本を

書いてきました。本をかくということは、著者のびんづめを作るようなもので、大

学の教員としての１年目が固定して保存されることを意味します。日本の出版事情

は、よくはないのでそう簡単に改版することはできないでしょうから、不完全なも

のを固定するのではと少しきがかりではあります。でも、その反面１年目だからび

んづめにしておきたいとも思います。これからもいろいろと不完全なところを補っ

ていきたいと思いますから、読者の皆さんのご叱正を賜りたいと思います。幸い、東

京電機大学ではインタネットの環境が充実しておりますので、この印刷後の修正な

どをホームページ

http://www.dendai.ac.jp, http://cckweb.cck.dendai.ac.jp/~rio/

を利用して対応していきたいと思っております。

［7］残念ながら、この本の内容は教職課程というオプションの科目ですから、このために電機大学を目
指す受験生はかなり奇特な人と言うべきですが。
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最後になりましたが、学生さんが講義に期待してくれていることがこれの準備へ

の大いに励みになりました。また、赴任して１年目のほとんどをこれに費やして、

帰宅が極端に遅くなってしまい淋しい思いをさせた家族のことを記して謝意をあら

わしたいと思います。

演習問題へのヒント

1. 幾何の問題を座標系を定めて代数の方程式を立ててそれを解き、その解を解釈して元
の幾何の問題の解を得ようとするのが解析幾何と言えます。

2. 最適なモデルは何であるかを探索することも含めて数学的な活動としています。

3. \documentstyle[a5j]{jarticle}
\begin{document}
\newpage
\unitlength=0.1mm
\begin{picture}(1300,1700)
\multiput(50,0)(0,100){17}
{\multiput(50,0)(100,0){12}{\circle*{3} } }
\end{picture}
\end{document}

1. x もしくは y の係数が等しい→一方の係数が他方の倍数→自明でない公倍数を考え

る必要がある　などの系列が考えられるでしょう。

1. 対応関係を持つ事象を Number Machine で表すまでにかなりの数学的抽象が行われる
ので形態的共通性があるとは言い難いのですが、機械は自動販売機などを模したもの
とは言えるでしょう。合成や逆をあらわすには、旗の図の方が有利です。

2. 榊プランでは、よりきれいに次のような特徴が見えます。
抽象度 具体物 準具体物 半具体物 数学の対象
榊プラン キャラメルの箱 絵を書いたカード xと書いたカード 文字 x
形態の類似 ○ ○ × ×
統辞体系 × △ ○ ○

3. 中核の部分のみ記します。

\unitlength=0.1mm
\begin{picture}(1300,1500)
\multiput(0,0)(0,173.20508){8}
{\multiput(0,0)(100,0){12}{\circle*{3} } }
\multiput(0,0)(0,173.20508){8}
{\multiput(50,86.60254)(100,0){12}{\circle*{3} } }

4. ここの枚数は等間隔でもなければ、大きさの順に示されている訳でもありません。グ
ラフにかけば、量と量の関係が見やすくなります。

5. 正田『DIME 授業書による・・・』pp.45-47
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1. 【課題１】については省略します。【課題２】については、前掲の『DIME授業書によ
る楽しい数学』p.100を参考にしてください。

2. 正方形の面を真正面からみる投影図と、真裏からみるもの。

3. 模型・等測図・投影図・等高線の図（空間での平面などをあらわす方程式）と並べて
みてください。

4. 実は、DIME がイギリスで三次元幾何を中学校で教えるようになったきっかけと言え

ます。よい教具・授業が教育課程をかえたのです。日本では投影図を中学で教えたこと

もありますが、よく教えられないので技術・家庭に残るのみとなっています。

1. 「因数分解」と「２次方程式」、「極限」と「微分」。

2. 次の章に紹介する「べきタイル」によるものも多くなってきています。展開の逆操作
ですから展開の最後に穴埋めとして素地指導をすることもできるでしょう。

3. 2次 3項式の「タスキがけ」を最初に教えて印象が強い場合、これの特殊な場合とし

て、a2 Ä b2 = (a + b)(a Ä b); a2± 2ab + b2 =・・・などをみることもできます。

1. 二次方程式の前の因数分解、微分の前の極限。他にもあるかもしれません。

2. 41ページのような導入も東京書籍などに見られます。

1. 二次方程式では平方完成で一次の項を消しましたが、同じように三次方程式では二次
の項、四次方程式では三次の項をまず消します。

2. 和を考える２つベクトルのそれぞれの正射影の和が和の正射影になるところ。

3. 30

4. 恒等写像を含め 6つの写像があるはずです。［以下は略します。］

1. un+1 = 2 +
1

un + 2
なので、

í
2 5
1 2

ì
2. Cayley-Hamilton の利用。'(x) = x2 Ä 4x Ä 1 とおき、xn = '(x)Q(x) + (kx + l) を
満たす k; l を '(x) = 0の２つの解を代入した方程式を連立させて解く。

3. un+1 = f(un); unÄ 1 = g(u0)とすると、un = f(g(u0))。

4.

í
1
2

àÄ
2 +

p
5
Ån

+
Ä
2 Ä p

5
Ånâ p

5
2

àÄ
2 +

p
5
Ån Ä Ä

2 Ä p
5
Ånâ

1
2

p
5

àÄ
2 +

p
5
Ån Ä Ä

2 Ä p
5
Ånâ

1
2

àÄ
2 +

p
5
Ån

+
Ä
2 Ä p

5
Ånâ ì

5. 関数の合成と行列の掛け算をそれぞれ行ってみて下さい。

6.
(2 +

p
5)n+1 + (2 Ä p

5)n+1

(2 +
p

5)n+1 Ä (2 Ä p
5)n+1

p
5
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1. (11`; 5`); 27km,(5回,3回)

1. 交わるときには、その交点を中心として 2直線のなす角の 2倍の回転。平行なときに
は、直線に垂直な方向に直線間の距離の 2倍の平行移動。

2. ` を点Pのまわりに左まわりにí
2 の回転をしたもの。

3. AD の垂直二等分線に関して対称移動してから、B,E を一致させると合同なので他の
頂点も・・・。

4. （略）

5. （略）

1. ABCD ë CDAB; ABCD ë DCBA , ABCD ë BADC ; ABCD ë ADCB , ABCD
ë CBAD
` 自身になる（点が直線上）か、もとと平行な直線になる。

2.
1 +

p
5

2

1. （略）

2. それぞれの係数は順に、(
11

8
; Ä 1

8
;

3

8
).

3. 三点を A,B,C とすると、法線が AB,AC にともに垂直であることを利用して求めて、
点A を通る。
ax + by + cz = 1 とおいて座標を代入。直線 AB の方程式を求めて、それを含んで C
を通る。

4. 原点を通って平面に垂直な直線をパラメータ表示する。原点をあらわすパラメータと
平面上の点のパラメータ・・・。(

3

8
;

3

8
;

3

8
)

5. (略）

1. 円積、倍積、角の三等分。

2. 角の 2等分、垂直二等分線、点から直線に垂線を。

3. (略）

1. 初等幾何。(cos a; sin b) と (cos b; sin b) の内積。A(cos a; sin a),B(cos(Äb); sin(Äb)),
C(cos(a + b); sin(a + b)) D(1,0) として、弦AB と 弦CD とが等しい。 回転をあら
わす行列の積。回転をあらわす複素数の積。三角形で a = b cos C + c cos Bに正弦定理
を代入。

2. （略）

3. 149ページ参照。
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1. 速度、時間、加速度；円の面積、半径、円周；球の体積、半径、表面積 など

2. 最大、最小での最適化。関数を整関数によって近似（テーラー展開など）することに
よって内挿、外挿。

3. y = 2x3 Ä 3x2 へ (3,0) から引いた接線の傾きを考えると？（以下略）

4. 領域を座標平面上に図示してから、x + y の等高線。あるいは、x + y = k おいてか
ら、yを消去し xが実数である条件。x = r cos í; y = r sin íなどとおいて三角関数の
単項化。

5. 49ページ。

1. 以下の答えは各問に添えて書きました。

1. 式：expression　など。なお、「関数」は中国語での音訳「函数」から当用漢字の漢字

制限によって音が同じ字を宛てたもの。

1. （略）

2. より詳しくは、朝日新聞学芸部編,1979『ふみくら　日本の文庫案内』（出版ニュース社）。

1. むかし大学院での資料として作ったもので、手書きですが・・・・・・。152ページ参照。

2. （略）関連する文献として、拙稿：正田「中 1 幾何の授業構想」(『教育方法研究』
Vol.22(1996))をご覧いただければ幸いです。

151



152



153



［著者紹介］
1957年 東京に生まれる。
1980年 東京大学教育学部学校教育学科卒業

城北高等・中学校教諭
1984年 東京学芸大学大学院修了（教育学修士）

武蔵高等・中学校教諭
1997年 東京電機大学工学部人文社会系列助教授
1999年 三重大学教育学部助教授（数学教室）
専攻 教育方法、数学教育
住所 177{0033 東京都練馬区高野台 3{37{12

E-メール rio@edu.mie-u.ac.jp

自分を拡げるための数学
|{ ちょっと昔の高校生へ |{

著作：正 田 良

1998年 7月 15日発行

2001年 9月 3日暫定電子版［8］

（第 1版当時の）発行者：東京電機大学生活協同組合
東京都千代田区神田錦町 2-2

TEL.03-3294-2708

定価：740円
［8］東京電機大学生協での品切れに伴って，電子版としてアップロードしましたが，Style ファイルの不
一致のためレイアウトがおかしくなっています．後期の講義に間に合わせるために，暫定版として．


